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Gli operatori finanziari, in special modo coloro che sono impegnati nella gestione di
ingenti capitali, sono da sempre alla ricerca di modelli matematici di Asset Allocation in grado
di massimizzare il loro ritorno economico ed allo stesso tempo di ridurre al minimo il rischio
implicito nel’atività di mercato che svolgono.
Un primo passo verso la soluzione di questo problema è stato fornito da Von Neumann e
Morgenstern (1947) secondo i quali l’obbietivo del’investitore è quelo di massimizzare 
l’utilità atesa dela propria ricchezza espressa in termini di rendimento medio e varianza del
portafoglio obbietivo. Ipotizzando l’avversione al rischio del’investitore costante i due
studiosi concludono che sia possibile esprimere la sua utilità attesa direttamente in termini di
media e varianza dei rendimenti piuttosto che in termini di ricchezza; si tratta chiaramente di
un’approssimazione che però semplifica il problema di ottimizzazione che si vuole risolvere
trasformandolo in un problema standard di gestione del trade-off tra rischio e rendimento.
La prima soluzione applicativa al problema del’otimizzazionerisale a Markowitz
(1952) nel suo famosissimo lavoro sulla Portfolio Selection: lo studioso statunitense
identifica il rischio del portafoglio nella sua varianza e riesce così a determinare tutta una
serie di portafogli efficienti (che formano la cosiddetta Frontiera Efficiente) semplicemente
minimizzandone la varianza per ogni determinato livello di rendimento atteso.
Il tempo e l’esperienza degli agenti decisori non hanno tutavia premiato l’approccio di 
Markowitz (o approccio classico), evidenziandone tutta una serie di difficoltà applicative che
ne hanno reso l’utilizzo ben presto obsoleto e perlopiù inadatto alle esigenze degli operatori
finanziari. Questi ultimi infatti sono soliti ridurre il rischio finanziario investendo in portafogli
quanto più vicini ai benchmark di mercato, distaccandosene soltanto in corrispondenza di quei
setori sui quali maturano proprie aspetative. L’otimizzazione di Markowitz al contrario 
produce portafogli tipicamente volatili, ricchi di posizioni scoperte e completamente
incorrelati ai valori fondamentali espressi dal mercato.
Alla luce dei limiti applicativi di tali approcci le letteratura ha spaziato su altri campi
alla ricerca di modelli più stabili ed affidabili: si è cercato di definire in maniera diversa il
concetto di rischio, prescindendo dal suo tipico accostamento alla varianza, ovvero si è
cercato di ancorare i portafogli ottimi ai benchmark di mercato. Fra i vari modelli di Portfolio
Selection sviluppati negli anni più recenti quello proposto da Black & Litterman nel 1992
assume oramai ovunque una notevole rilevanza, sia teorica che pratica, e per questo motivo il
suo approfondimento ricopre un ruolo assolutamente primario nel presente lavoro.
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Le potenzialità del modello proposto da Black & Litterman sono particolarmente gradite
ed apprezzate dagli operatori finanziari dal momento che permettono loro di ottenere
portafogli ottimi gravitanti attorno ad un equilibrio scelto in precedenza, e soprattutto la
possibilità di esprimere proprie aspettative calibrandole secondo differenti livelli di fiducia.
Il grosso vantaggio del modello di Black & Litterman è proprio quello di permettere agli
agenti decisionali di formulare aspettative (consistenti con l’ottimizzazione del trade-off
media-varianza) soltanto in merito a quegli assets su cui ne hanno, lasciando la composizione
degli altrial’equilibrio del mercato.
Lo scopo che questa trattazione si pone è quello di presentare il modello in maniera
completa ed esaustiva, dapprima nei suoi aspetti teorici e matematici, e poi attraverso una
simulazione pratica effettuata sui dati settoriali del DJ stoxx 600 e della durata temporale di
oltre un anno e mezzo. Il lavoro è organizzato in due capitoli:
1) il primo capitolo ofre una visione dinamica dela teoria del’Asset Allocation
partendo proprio dalle sue origini, affondate nella massimizzazione proposta nel
1952 da Markowitz; verranno evidenziati tutti i punti di forza ed allo stesso tempo
tutte le difficoltà applicative che la contraddistinguono, fino a chiarire i motivi che
spingono gli operatori a utilizzarla con molta cautela. L’escursus sulla teoria
del’Asset Allocation si conclude con la presentazione del modello di Black &
Litterman, effettuata ponendo l’accento sui due punti focali che lo
contraddistinguono:
a) il cosiddetto approccio di equilibrio, che garantisce la stabilità dei portafogli
risultanti ancorandoli attorno ad un determinato portafoglio scelto come
riferimento (tipicamente benchmark di mercato oppure portafogli ottenuti
ricorrendo a modelli di equilibrio tipo il CAPM),
b) la possibilità oferta al’operatore di esprimere le proprie aspetative (views) e di
ponderarle secondo la fiducia in esse riposta.
Un esempio pratico infine conclude il primo capitolo e permette a chi legge di
comprendere in maniera più piena le potenzialità espresse dal modello di Black &
Litterman;
2) il secondo capitolo è invece totalmente dedicato ad una simulazione effettuata con il
fine ultimo di verificare la consistenza e la convenienza economica del modello.
Tale simulazione copre un periodo di un anno e mezzo (gennaio 2005 –giugno
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2006), è effettuata su un benchmark di mercato piuttosto ampio quale il DJ stoxx
600, un indice rappresentativo di 18 settori macroeconomici europei e composto da
circa 600 delle più grandi aziende quotate nei mercati europei, e si articola su cinque
portafogli di cui tre costruiti con il metodo alla Black & Litterman, uno con
l’otimizzazione storica cara a Markowitz, ed uno ricalcando l’indice di mercato.
Dal momento che il modello in questione si basa sulla formulazione di aspettative ed
anzi si alimenta della loro veridicità, il rischio implicito in tale simulazione è quello
di sottoporre a test le aspettative stesse piuttosto che il modello. Per evitare questo
inconveniente si utilizzano aspettative quanto più generali possibile, il cosiddetto
consensus che rappresenta le aspettative di numerosi analisti al’epoca nela quale ci 
si pone ai fini simulatori.
Nella conclusione del lavoro si cercherà di fare il punto della simulazione effettuata,
confrontando i risultati evidenziati dai vari portafogli e ribaltandoli in maniera quanto più
generale possibile sul modello stesso.L’interesse del lavoro è tentare di capire come funziona
il modello di Black & Litterman, secondo quali schemi si adatta alle aspettative espresse di
volta in volta dal soggetto decisore, ed infine quale è la sua reale utilità anche al di fuori di
ambienti particolarmente attenti ai meccanismi del mercato (in termini di analisi, previsioni,
studi e relazioni finanziarie) quali la banca d’afari GOLDAM SACHS, “luogo di nascita” del 
modello.
Giova infine ricordare che la simulazione esposta nel presente lavoro offre
semplicemente un esempio del funzionamento del modello di Black & Litterman: ogni
conclusione di carattere più generale deve quindi essere sempre rapportata al’ambiente nel 
quale prende vita, ambiente che è limitato per forza di cose sia in termini temporali che
qualitativi.
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1 TEORIA DELL’ASSET ALLOCATION
In questo primo capitolo si affronta il temadel’Asset Allocation sotto diversi punti di
vista. Da principio si desidera presentare il modello proposto nel 1952 da Markowitz e basato
su meccanismi di massimizzazione legati al tradizionale binomio media-varianza. La
semplicità di questo criterio viene sistematicamente inficiata dalla precarietà dei portafogli
che ne risultano, spesso ricchi di posizioni scoperte ed estremamente sensibili a variazioni
minime dei dati utilizzati come input. Questi aspetti hanno ben presto reso il modello di
Markowitz scarsamente utilizzato dagli operatori finanziari, poiché incompatibile con le loro
esigenze di stabilità e prudenza. Parte delle difficoltà applicative evidenziate da Markowitz
possono essere stemperatetramite l’utilizzo del cosiddetto approccio di equilibrio, basato
sul’individuazione ex-ante di determinati portafogli di riferimento: un esempio pratico sui
dati del DJ stoxx 600 renderà evidenti le differenze fra i due modelli.
A questo punto verrà finalmente introdotto il modello di Black & Litterman, facendo
esplicito riferimento al lavoro originale dei due studiosi del 1992. Il modello affonda le
proprie radici sul’approccio di equilibrio, assumendo la composizione di benchmark di
mercato come centro di gravità per la massimizzazione, ed offre grandi potenzialità
decisionali a quegli operatori che sono in possesso di proprie aspettative su alcuni assets. Il
vantaggio principale di questo metodo è che l’operatore non deve necessariamente assumere
rischi di scenario su tutti gli assets che compongono il portafoglio, ma soltanto su quelli su
cui ha aspetative, afidando gli altri al’equilibrio di mercato.
Il modello originale di Black & Litterman verrà ulteriormente perfezionato seguendo i
consigli apportati dalla letteratura scientifica fiorita in merito: studiosi del calibro di Idzorek,
He, Blamont, Firoozye, Satchell e Scowcroft hanno negli ultimi quindici anni ampliato
l’ambito di applicazione del modello. Nel presente capitolo si proporrà un metodo per pesare
le aspettative in base alla fiducia che l’operatore ripone in esse, secondo una scala intuitiva 
cha va da zero (massima fiducia nel’equilibrio di mercato) a cento (massima fiducia 
nel’aspetativa).
Il capitolo termina con un’applicazione pratica puramente dimostrativa sui dati del DJ
stoxx 600.
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1.1 La selezione del portafoglio di Markowitz
La teoria del portafoglio elaborata da Markowitz nel 19521 è semplicemente la
formulazione in termini quantitativi di un principio fondamentale della statistica applicato alla
teoria delle decisioni ed alla costruzione di funzioni di utilità: il criterio media-varianza.
La relazione fra media e varianza di una qualsiasi popolazione statistica (ed a maggior
ragione di una variabile aleatoria distribuita normalmente) ci permette di conoscere con buona
approssimazione il comportamento della stessa, e soprattutto le probabilità associate al
verificarsi dei suoi stati del mondo. Non a caso, lo studio di fenomeni basato su campioni
consistenti non può affatto prescindere dalla conoscenza dei suddetti parametri della
popolazione di origine dei dati, al punto che, ove non conosciuti (ossia nella maggior parte dei
casi), si ricorre senza indugio al’utilizzo di una loro stima. 
Nel campo stretamente finanziario poi, l’utilizzodel criterio media-varianza trova
ragione di essere applicato in quanto l’analisi si incentra su popolazioni (supposte) normali, e 
molto spesso è implementata tramite l’utilizzo di campioni talmente grandi da giustificare il 
ricorso al teorema del limite centrale. Le popolazioni a cui si fa riferimento sono ovviamente i
rendimenti di una qualsiasi attività finanziaria, intesi come rapporto logaritmico delle







L’intuito economicosottostante al modello di Markowitz è quello di considerare la
varianza del rendimento di un’atività finanziaria come indice di rischiosità del’atività stessa. 
In altre parole, il mondo finanziario ha individuato fin da principio una relazione monotona
crescente fra varianza e rischio.
Il rischio di cui si parla in queste pagine, al pari di quello inteso da Markowitz, perde
così la sua genericità e si configura più precisamente come il grado di oscillazione della
variabile attorno alla propria media. Resta inteso quanto tutto ciò implica: se è vero che il
rischio qui trattato si identifica negli scostamenti dalla media, è altresì vero che questi ultimi
possono essere sia negativi che positivi, e maggiore è l’intensità dei primi, maggiore sarà 
quella dei secondi.
1 L’articolo originale da cui è trato il modelo è “Portfolio selection” del 1952.
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L’accezione negativa che solitamente accompagna il conceto di rischio appare qui 
molto controversa; niente e nessuno nega infatti che un investitore “perfetamente razionale” 
possa preferire uno strumento finanziario rischioso, con una varianza elevata, nella speranza
di ottenere alti profitti. Come al solito, la teoria finanziaria rimuove alle origini questo
problema ipotizzando una avversione al rischio generalizzata che non sembra fra l’altro avere 
pieno riscontro nella realtà dei mercati finanziari2.
A ben vedere, anche ipotizzando l’avversione al rischio degli agenti economici, una 
concezione di rischio come quella qui descritta risulta altamente soggetiva, ed anzi è stata più
volte rivisitata nel tempo. La preziosa semplicità che caratterizza il criterio media-varianza è
controbilanciata da diverse forzature introdotte nel modello; è infatti necessaria la normalità
dei rendimenti e l’assunzione di funzioni di utilità quadratiche3.
Ritornando a Markowitz, è interessante ricordare come il suo modello si basi
sul’assunto che tra due atività finanziarie aventi uguale rendimento ateso, un investitore 
razionale sceglierà sempre quella con varianza (rischio) minore; allo stesso modo, fra due
attività aventi uguale varianza (rischio), preferirà sempre e comunque quella con rendimento
atteso maggiore.
Graficamente, facendo riferimento al Grafico n.1 con rendimento atteso sulle ordinate e
scarto quadratico medi sulle ascisse, si constata molto facilmente come il criterio media-
varianza suggerisca un ordinamento parziale dei titoli; infatti, mentre il titolo A è preferito al
titolo C (si dice anche che lo domina) ed il titolo D è preferito al titolo C, il criterio non ci
dice nulla a proposito della scelta fra A, B e D, lasciata semplicemente alla funzione di utilità
del singolo agente ed alla sua avversione al rischio.
Il lavoro di Markowitz si concretizza nella costruzione di un portafoglio a partire da un
numero n di attività rispettando le condizioni ed i vincoli imposti dal criterio sopra esposto.
Più nel detaglio, l’obbietivo del nobel statunitense è quelo di determinare i pesi iw (la cui
somma deve essere ovviamente uguale ad uno) per le suddette attività tali da minimizzare la
varianza globale del portafoglio per un dato livello di rendimento atteso, fissato a priori.
2 Si veda in merito il tratato sul’utilità atesa di Von Neumann e Morgestern.
3 L’assunzione base di molti modeli (fra cui quelo di Markowitz) sta nela normalità dei rendimenti futuri di
una qualsiasi attività finanziaria. La pratica tuttavia scoraggia il ricorso a questa ipotesi; i rendimenti tendono
infatti ad assumere una distribuzione leptocurtica (Kurtosi > 3) caratterizzata da una maggiore probabilità
(rispetto alla normale) associata agli eventi etremi.
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Figura 1: Grafico Media Varianza
I passi del lavoro di Markowitz sono i seguenti;
1) si determina l’insieme degli n titoli con i quali si vuol costruire un portafoglio,
2) si fissa un determinato rendimento atteso desiderato per il portafoglio,
3) si determina la composizione dei titoli che minimizza la varianza del portafoglio per
il dato livello di rendimento atteso,
4) si ripete l’operazione per diversi valori di rendimento atteso.
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dove:
][ PRE = rendimento atteso del portafoglio,
iw = peso del’i
esimo componente del portafoglio,
2
P = varianza del portafoglio,
0 = rendimento atteso desiderato.
Assumendo che il rendimento ateso di un’atività finanziaria sia uguale ala media dei 
suoi rendimenti storici, gli unici input di cui necessita il modello sono i rendimenti medi
storici dei titoli oggetto di analisi e la loro matrice di covarianza.
Il risultato sarà una serie di portafogli, ognuno associato ad un rendimento atteso,
ognuno con una propria varianza (la minima possibile per quel rendimento atteso).
I portafogli così trovati formano la cosiddetta Frontiera Efficiente, come rappresentata
nella FIGURA 2.
Figura 2: Frontiera Efficiente
Inutile ricordare come i portafogli che si trovano sulla frontiera efficiente siano quelli su
cui ricade la scelta del’agente economico razionale, a seconda dela sua propensione al 
rischio.In altre parole la scelta del portafoglio otimo è lasciata al’investitore e coincide con 
il punto di tangenza fra la sua curva di indifferenza e la frontiera efficiente stessa.
Nel’otica di Markowitz l’orizzonte di otimizzazione è uniperiodale (setimanale, 
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problema in maniera più realistica e su orizzonti multiperiodali, almeno per quei casi in cui la
struttura dinamica può essere ridotta ad una dimensione statistica. Queste tecniche tuttavia
esulano dalla presente trattazione.
1.2 Problemi di applicabilità
La teoria del portafoglio di Markowitz, qui brevemente presentata, produce
sfortunatamente risultati di poca utilità pratica ai fini operativi, innanzitutto per la forzatura
delle ipotesi statistiche di base, ma anche e soprattutto poiché genera output fondati
esclusivamente su dati storici5 (si dice per questo che è un modello ex-ante).Questo ultimo
punto si concretizza nella pratica in due aspetti differenti della stessa medaglia:
1) i portafogli ottenuti sono estremamente sensibili a minimi variazioni degli input del
modello,
2) l’esclusivo utilizzo dei dati storici ofre risultati che rischiano di essere 
pericolosamente slegati dal’atuale situazione del mercato e, sopratuto, dale 
aspettative dei singoli operatori decisori.
Il primo punto evidenzia un problema di robustezza del modello, che contribuisce a
rendere lo stesso difficilmente utilizzabile a fini pratici. Già Best e Grauer (1991)
dimostrarono come una leggera variazione del rendimento di un’atività finanziaria avesse
conseguenze estreme sui pesi ottimali di quasi tutele altre facenti parti del portafoglio
ottimale. Questa situazione di grande incertezza e mutevolezza non può chiaramente essere
tollerata dagli operatori finanziari, i quali quasi mai operano in condizioni di certezza sui
rendimenti attesi tali da stravolgere la composizione di un portafoglio in base ad un semplice
cambiamento introdotto in uno o più componenti. La ricerca di un modello più robusto e
meno instabile si pone così come un obbiettivo primario per la teoria delle scelte di
portafoglio.
Il secondo punto appare invece più complesso, e si presenta come il cuore della presente
trattazione.
5 Si ricorda che gli input del modello sono esclusivamente tratti dalle serie storiche dei titoli. Questo fattore è
allo stesso tempo una forza del modello, in quanto contribuisce alla sua semplicità ed alla sua intuitività, ma
anche una debolezza, in quanto l’analisi dei dati storici non ofre particolari garanzie sui dati futuri. Ciò vale a
maggior ragione in un mondo estremamente dinamico e mutabile come quello dei mercati finanziari.
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Come già accennato, la teoria di Markowitz utilizza dati che non tengono conto né delle
informazioni presenti e future detenute dal mercato, né di quelle possedute dai singoli
operatori economici. Queste difficoltà si traducono in portafogli che, nel caso di
ottimizzazioni non vincolate, contengono numerose posizioni corte su molte attività, e per
questo hanno una scarsa applicabilità pratica. Anche l’utilizzo di vincoli di positività sui pesi
non risolve i problemi, generati dal fatto che i portafogli presenti sulla frontiera tendono a
sovrappesare (sottopesare) le attività con alti (bassi) rendimenti e basse (alte) volatilità,
guidando la scelta verso portafogli estremi, validi solo in linea puramente teorica e
generalmente diversi dai più utilizzati benchmark di mercato.
Gli agenti decisori gradiscono sempre e comunque un certo bilanciamento fra le varie
attività in portafoglio, assumendo come allocazione di riferimento un determinato benchmark
di mercato. In questa otica il risultato del’otimizzazione di Markowitz ofre alocazioni 
degeneri, particolarmente concentrate su alcuni assets e pressoché nulle su altri; difficilmente
questo tipo di investimento può rappresentare un utile indicazione operativa per agenti
economici, i quali hanno come loro centro di gravità la composizione del benchmark stesso, e
credono (almeno in parte) nel’eficienza del mercato e nela sua capacità di tradure tute le 
informazioni in suo possesso in una efficiente allocazione di riferimento (appunto un
benchmark). In altre parole, appare difficile che un operatore possa avere opinioni tali da
implicare un’alocazione che contraddica completamente la composizione del mercato che
può essere considerata, in ultima analisi, il risultato del’incontro fra domanda ed offerta.
Proprio in merito alle opinioni degli agenti economici affiora un ulteriore limite delle
allocazioni di Markowitz, le quali non riescono a rispecchiare efficientemente le views del
soggetto decisore neppure riguardo alle attività sulle quali sono particolarmente forti. Una
soluzione intuitiva a questo problema potrebbe essere quella di introdurre nel circuito di
ottimizzazione le proprie aspettative modificando i rendimenti utilizzati come input, ossia
sostituire (brutalmente) i rendimenti storici (utilizzati come migliore previsione di quelli
futuri) con quelli attesi dal’investitore. Questa metodologia è tuttavia sconsigliabile poiché
costringerebbe l’agente decisore a formulare ipotesi ed aspettative su tutti i titoli in questione,
e soprattutto perché non rispecchierebbe minimamente (neppure in maniera ordinale) il grado
di sicurezza/confidenza soggettiva con il quale quella aspettativa è stata inserita.
Il modello di Markowitz, così come originariamente proposto, incorre anche in un errore
di previsione mutuato dal fatto che i rendimenti storici non sempre rappresentano la
previsione migliore dei rendimenti futuri, anche in assenza di opinioni personali degli
operatori. Questo ultimo aspetto può essere in parte stemperato ricorrendo
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al’implementazione del meccanismo di massimizzazione tramite l’utilizzo di dati storici 
alternativi al semplice binomio rendimento-varianza; ne è un esempio classico l’utilizzo dei
beta6 storici dei titoli, ed in particolar modo il ricorso ai beta di portafogli composti da più
titoli. Appare infatti comprovato in finanza che i beta futuri di un titolo tendano a rimanere
maggiormente correlati con il loro attuale valore di quanto avvenga fra i rendimenti del
medesimo titolo. Ancora, il livello di correlazione aumenta se si considerano interi portafogli
composti da più titoli7.
Quanto sopra deto suggerirebbe l’utilizzo di dati relativi a gruppi di titoli (raggruppati 
magariper il loro setore) al fine di avere un’arma di previsione più potente.
6 I beta a cui si fa riferimento sono calcolati seguendo il modello di mercato, e quindi regredendo i rendimenti
delle singole attività sul rendimento del mercato con gli OLS secondo la relazione lineare
ibmkiii uRR   .
7 Questo risultato è stato segnalato per la prima volta da Blume nel 1975, il quale ha calcolato, con il modello di
mercato, i beta di numerosi titoli in due macroperiodi successivi (di 7 anni ciascuno). Quando ha poi calcolato
per ogni titolo il coefficiente di correlazione fra i beta dei due periodi, si accorto che il valore risultava
particolarmente basso se paragonato al coefficiente di correlazione ottenuto fra i beta di portafogli composti da
due, da tre, da cinquanta titoli. In conclusione, i beta storici di interi portafogli di titoli sono predittori migliori
dei beta storici dei titoli individuali.
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1.3 L’approccio di equilibrio
L’approccio di Fischer Black & Robert Literman (1992) permete di risolvere almeno 
parzialmente i problemi sopra esposti, riuscendo allo stesso tempo ad introdurre nelle scelte di
portafoglio la composizione di un benchmark come punto di riferimento, e le opinioni degli
agenti decisori. Il risultato di questo nuovo meccanismo di scelta sarà un portafoglio
decisamente più bilanciato rispetto a quelli generati da Markowitz, facente riferimento alla
composizione del benchmark inserito, e differente da quest’ultima soltanto in virtù dele views
innestate dagli investitori e del relativo livello di confidenza.
Il modello, nella sua formulazione originaria, sottolinea dapprima l’impraticabilità dei 
portafogli risultanti dai vari approcci quantitativi (in primis il modello media-varianza) e
postula poi la necessità di fissare un riferimento, un paniere di assets neutrale, attorno al quale
strutturare gli output del processo di massimizzazione. A tal fine la via suggerita da Black &
Litterman è l’utilizzo di un approccio di equilibrio al problema, che consiste 
nel’implementare il processo di ottimizzazione con quei rendimenti in eccesso8 che
eguagliano domanda ed offerta di mercato (clear the market) nel’ipotesi che tuti gli 
investitori abbiano le stesse aspetative. Tecnicamente l’approccio di equilibrio consiste nelo 
scegliere ex-ante un’alocazione di equilibrio e nel determinare dele previsioni neutrali sui 
rendimenti futuri tali che, una volta introdotte nei tradizionali circuiti di ottimizzazione,
restituiscano proprio l’alocazione di riferimento. In altre parole, anzi che implementare la 
massimizzazione con i rendimenti storici, che danno origine a scelte prive di buon senso
economico, il consiglio dei due studiosi è di utilizzare rendimenti in eccesso attesi differenti,
in grado di restituire come risultato esattamente il portafoglio di riferimento. Su queste basi si
installeranno in un secondo momento le aspettative degli investitori.
L’opzione più logica pare quela di far cadere la scelta di tali alocazioni di equilibrio 
sulla composizione di benchmark di setore (ad esempio il S&P MIB 40 se l’operatore 
desidera investire in titoli del mercato azionario italiano), al fine di dare maggiore consistenza
alla ratio del modello.
A conti fatti, la scelta di un indice di riferimento in base alla capitalizzazione del
mercato è un ottimo modo di sfruttare i meccanismi di equilibrio che stanno alla base del
mercato stesso, il quale, per quanto non perfettamente efficiente, possiede un grado di
informazione presumibilmente maggiore a quello posseduto dal singolo operatore.
8 I rendimenti in eccesso sono niente altro che i premi per il rischio dei vari assets, ossia i rendimenti puri meno
il rendimento del titolo privo di rischio.
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Originariamente Black & Litterman individuano nel CAPM di Sharpe e Lintner il
modello economico ideale per determinare tali rendimenti in eccesso di equilibrio; loro non
ipotizzano che il mercato si trovi sempre nel punto indicato dal modello di equilibrio, ma
affermano che se i rendimenti in eccesso attesi si allontanano da tali valori, ci saranno degli
squilibri tali da riportarli quanto più celermente possibile verso la situazione di equilibrio. Da
questo punto di vista il CAPM può essere lo spunto per offrire ottime previsioni future.
In base a quanto detto sin qui un operatore ha sostanzialmente due opzioni per
individuare i propri rendimenti in eccesso di equilibrio;
1) considerare il CAPM (o altri modelli) come punto neutrale di riferimento 9,
2) considerare un indice di mercato come propria situazione ideale di partenza, e
determinare, con un procedimento chiamato reverse optimization, quei rendimenti in
eccesso tali da garantire come output, se inseriti in un processo di ottimizzazione,
esatamente la sua composizione. Questo secondo esercizio implica un’aspetativa 
futura di realizzazione delle aspettative del mercato.
Il primo procedimento non necessita di particolari chiarimenti: l’operatore può stimare 
con il CAPM i rendimenti in eccesso di equilibrio degli assets che compongono il suo
universo investibile, ed utilizzarli successivamente nel circuito di ottimizzazione del criterio
media-varianza.
La reverse optimization appare invece più interessante, e si palesa sostanzialmente nel
meccanismo inverso della massimizzazione della funzione di utilità quadratica, implementato
ponendo come incognita i rendimenti attesi piuttosto che i pesi del portafoglio.











W = vettore dei pesi del portafoglio (incognito),
= coefficiente di avversione al rischio,
= vettore dei rendimenti medi storici10,
9 Una idea simile è sviluppata anche nel lavoro originale del 1992 dei due autori, i quali trovano i rendimenti in
eccesso di equilibrio partendo dal fissare il coeficiente di copertura valutaria del proprio portafoglio al’80%.
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=  ', RRCOV = matrice di covarianza storica,
e la risoluzione della (1.3) ponendo W incognito conduce al seguente portafoglio ottimo:
(1.3.1)  1)(W
Il coefficiente di avversione al rischio sintetizza il trade-off rischio/rendimento atteso
dal mercato. La presenza di tale coefficiente svolge la funzione di scalare il prodotto
matriciale fra la varianza storica del mercato ed i pesi del portafoglio benchmark.
La massimizzazione della funzione di utilità quadratica è perfettamente compatibile con
il criterio media-varianza di Markowitz, dal momento che tale funzione contiene sia il
rendimento atteso (con segno positivo) che la varianza (con segno negativo) del portafoglio
obbiettivo. Il meccanismo di massimizzazione alla Markowitz, discusso in precedenza, è
dunque solo apparentemente differente da quello appena citato; il primo infatti suggerisce di
minimizzare la varianza del portafoglio avendo come vincoli l’unità dele quote ed un 
determinato rendimento atteso, mentre il secondo si fa premura di massimizzare direttamente
il trade-off rendimento-varianza. Imponendo i vincoli di unità e di rendimento alla
massimizzazione della funzione di utilità quadratica, il risultato finale sarà esattamente lo
stesso ottenuto con Markowitz..
D’ora in avanti, se non diversamente evidenziato, i risultati della massimizzazione
considerati saranno otenuti atraverso quest’ultimo meccanismo (senza vincoli).
Supposto al contrario di avere un portafoglio di riferimento bmkW (conosciuto) che
rappresenti l’equilibrio del mercato, il problema diventa ora quelo di determinare un vetore 
di rendimenti attesi (incognito) che, una volta inserito nel processo di ottimizzazione,
restituisca proprio bmkW . Per ottenere ciò la reverse optimization suggerisce di massimizzare la
funzione di utilità quadratica rispetto al vettore dei pesi e risolvere ponendo i rendimenti attesi
come incognita. In questa maniera si arriva alla formula finale dei rendimenti teorici di
equilibrio11:
(1.4) bmkW 
10 I rendimenti medi storici sono classicamente usati come miglior previsione di quelli futuri.
11 La formula così presentata è tratta dal lavoro originale di Black e Litterman (1992).
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con:
= vettore dei rendimenti attesi di equilibrio (incognito),
bmkW = vettore dei pesi del portafoglio benchmark,











bmk = bmkbmk WW ' = varianza del portafoglio di riferimento (benchmark),
fr = rendimento del titolo privo di rischio.
Applicando poi una necessaria e diffusa semplificazione, si assume che i rendimenti
teorici di equilibrio siano distribuiti come una normale multivariata con valore atteso
esattamente pari a :
(1.6) ),(  NReql .
con:
eqlR = variabile casuale, indica la distribuzione dei rendimenti teorici di equilibrio.
La struttura di covarianza dei rendimenti teorici di equilibrio è proporzionale a , ma
minore in valore assoluto poiché l’incertezza del valor medio è minore del’incertezza dei 
rendimenti stessi. è quindi minore di 1 ed è una costante. La determinazione dello scalareτ 
sarà discussa più avanti
1.4 Caso Pratico (1)
Un breve esempio può rendere l’idea del’eficacia di questo primo intervento. Si è 
considerato in merito un universo di 18 assets corrispondenti ai settori economici che
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compongono il DJ STOXX 600. Nella prima colonna della TABELLA 1 si riportano i
rendimenti in eccesso12 storici dei settori del DJ stoxx 600, nella seconda i rendimenti in
eccesso derivati dal’implementazione del CAPM, e nella terza i rendimenti in eccesso di
equilibrio ottenuti con la reverse optimization, tali da restituire esattamente un portafoglio che
replichi l’indice preso come benchmark.












Automobiles & parts -0.6659% 1.9607% 4.3603%
Banks 4.2853% 1.9873% 4.3619%
Basic Resources 16.7294% 1.5702% 3.7277%
Chemicals 4.2223% 1.5603% 3.513%
Construction & Materials 7.9130% 1.3143% 2.9745%
Food & Beverage 0.2222% 0.99895% 2.2859%
Financial Services 4.3245% 1.8281% 4.0327%
Health Care 0.6987% 1.4796% 3.1627%
Industrial Gds & Services -0.1538% 1.6155% 3.5753%
Insurance -4.7501% 2.4522% 5.3739%
Media -1.8760% 2.2793% 4.7008%




Retail -3.7773% 1.4356% 3.1422%
Technology 1.2116% 3.3097% 6.5374%
Telecommunications -4.5746% 2.6031% 4.9693%
Travel & Leisure -0.0793% 1.5543% 3.5329%
Utilities 1.4026% 1.3023% 2.794%
I dati utilizzati sono stati prelevati da internet al seguente indirizzo; http://it.finance.yahoo.com/m7
Si tratta dei rendimenti in eccesso giornalieri annualizzati dei macrosetori del DJ stoxx 600 nel’intervalo 
temporale 1/01/2002–30/06/2006. IL tasso risk free utilizzato è l’EURIBOR ad un mese e è fissato uguale a
3.
12 I rendimenti in eccesso sono dati dai rendimenti puri meno il rendimento del titolo privo di rischio. Tutti gli
esercizi de presente lavoro sono effettuati sui rendimenti in eccesso.
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I rendimenti in eccesso del CAPM sono stati ottenuti in due passi:






































































2) si utilizza la stima dei coefficienti i e i per ricavare i rendimenti in eccesso di
equilibrio CAPM secondo la seguente formula:
(1.8)  ][][ fbmkiiCAPMi rRERE  
con:
fbmkfbmk rWrRE  '][ .
La prima impressione che si ha osservando i vari rendimenti in eccesso è come quelli
storici siano molto più dispersi rispetto a quelli di equilibrio, e soprattutto come i due non
siano minimamente correlati; il CAPM dal canto suo restituisce risultati tutto sommato molto
più contenuti e fortemente correlati con quelli di equilibrio. In TABELLA 2 si riporta il
coefficiente di correlazione fra le serie visualizzate in TABELLA 1:









Historical Excess Returns 1




Nel’Appendice A in fondo al lavoro sono riportati i dati relativi agli assets coinvolti.
Nella TABELLA 3 si evidenziano i portafogli ottenuti con i tre metodi di investimento
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seguiti. I risultati suggeriscono come le scelte di portafoglio implementate con rendimenti
storici conducano a portafogli estremi, volatili, e ricchi di posizioni scoperte (molto spesso
















Automobiles & parts -173.92% 0.45% 1.9848% 1.9848%
Banks 528.41% 7.61% 21.58% 21.58%
Basic Resources 431.53% -0.71% 3.8826% 3.8826%
Chemicals 81.81% 0.85% 2.6062% 2.6062%
Construction & Materials 548.21% -0.33% 2.4929% 2.4929%
Food & Beverage -80.34% 1.83% 5.2495% 5.2495%
Financial Services 260.79% 0.33% 2.9123% 2.9123%
Health Care 92.36% 5.52% 9.2005% 9.2005%
Industrial Goods &
Services -712.56% -1.10% 6.646% 6.646%
Insurance -521.96% 3.16% 6.736% 6.736%
Media -14.36% 0.96% 2.8032% 2.8032%
Oil & Gas 37.86% 7.31% 9.5285% 9.5285%
Personal & Household
Goods 248.30% 1.22% 3.8819% 3.8819%
Retail -535.88% 1.32% 3.3185% 3.3185%
Technology 67.89% 4.32% 3.5144% 3.5144%
Telecommunications -129.19% 8.06% 5.873% 5.873%
Travel & Leisure -79.28% -0.78% 1.5776% 1.5776%
Utilities 185.67% 2.76% 6.2118% 6.2118%
Tutti e tre i portafogli (Historical, CAPM ed Equilibrium) sono costruiti secondo la (1.3.1).I portafogli riportati
nelle ultime due colonne sono esattamente identici ma non per questo devono trarre in confusione: uno è quello
calcolato con l’approccio di equilibrio, mentre l’altro è il benchmark. Il fatto che i due portafogli siano identici è
una conferma del’efficacia del’approccio di equilibrio.
13 Questa affermazione è stata sottoposta a test nella Appendice B alla fine del lavoro.
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. L’approccio d’equilibrio (FIGURA 5) dimostra come sia possibile risolvere questo
problema e ripulire le scelte dalle scomode tendenze indotte dal criterio media-varianza,
mentre il portafoglio frutto del CAPM (FIGURA 4) si dimostra comunque equilibrato e
perfettamente intonato al mercato.
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La situazione non migliora granché imponendo il vincolo di positività ai pesi del
portafoglio storico, dal momento che si otterrà una distribuzione di frontiera, completamente
accentrata su pochi assets.
In TABELLA 4 infine si riportano i coefficienti di correlazione dei vari portafogli:
Tabella 4:Coefficiente di Correlazione dei Portafogli





CAPM Portfolio 0.125682802 1
Equilibrium Portfolio 0.216373886 0.684437845 1
1.5 La scelta del’equilibrio
Il modello di Black & Litterman lascia ampia libertà di scelta in merito portafoglio di
equilibrio, ossia su quello che sarà il centro di gravità del’intero investimento. L’innovazione 
del modello sta nel permettere agli agenti decisori di installare le loro aspettative sul
meccanismo di scelta, in maniera proporzionale alla fiducia riposta nelle stesse, ottenendo
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così portafogli personalizzati ma costruiti comunque con criteri matematici razionali e
consistenti. Da questo punto di vista il compito di scegliere un equilibrio piuttosto che un altro
esula dalla proposta di Black & Litterman e viene giustamente lasciato al’investitore, il quale 
è libero di scegliere fra un indice di mercato, fra un modello di equilibrio (come il CAPM), o
fra quanto altro lui reputi sia più profittevole e rappresentativo. Qualunque sia la sua scelta il
modello in questione offrirà a lui i medesimi strumenti di allocazione ottimale.
1.6 L’intuizione di Black & Litterman
Uno dei problemi principali dei modelli quantitativi è che sono particolarmente sensibili
al minimo cambiamento dei rendimenti attesi. In una situazione di alta instabilità come
questa, costringere l’operatore ad esprimere aspetative e previsioni su ogni titolo del suo 
universo investibile significa affidare la scelta del portafoglio ad un meccanismo
completamente privo di controlli.
L’intuizione principale di Black & Litterman è quella di permettere agli operatori di
formulare aspettative soltanto per quegli assets su cui ne hanno, e combinarle poi con i
rendimenti in eccesso di equilibrio trovati precedentemente, ottenendo allo stesso tempo una
maggiore stabilità del modello.
I due studiosi credono sia ragionevole dare agli investitori l’opportunità di esprimere 
preferenze solo ove e quando ne abbiano, e ponderarle per la fiducia che vi ripongono.
Appare logico ipotizzare che i rendimenti attesi non si scosteranno mai troppo dai loro
valori teorici di equilibrio presi a riferimento, innestando su questa base le opinioni dei singoli
investitori ponderate per il rispettivo livello di confidenza. I rendimenti in eccesso di
equilibrio formano così un centro di gravità attorno al quale ruota il portafoglio formato
dal’investitore, distaccandosene solo e soltanto in virtù dele aspetative espresse da questo 
ultimo.
Concettualmente, il modello di Black & Litterman è una complessa media ponderata dei
rendimenti in eccesso di equilibrio con le aspetative espresse dal’operatore, nela quale i pesi 
relativi sono funzione dello scalaree della variabilità delle aspettative stesse.
Gli stessi autori dividono la loro intuizione in tre punti:
1) esistono due distinte fonti di informazioni riguardo ai futuri rendimenti in eccesso: le
aspetative dei soggeti decisori e l’equilibrio di mercato,
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2) entrambe le fonti di informazioni sono incerte e esprimibili come funzioni di
probabilità,
3) la scelta finale cade su quei rendimenti in eccesso attesi che maggiormente sono
consistenti con le due fonti di informazioni.
Appare conveniente riportare a questo punto lo stesso esempio utilizzato nel lavoro
originale del 1992 al fine di spiegare al meglio l’intuizione di base; dei molti ritrovati in 
leteratura appare ancora quelo che meglio ilustra l’intuizione ala base del modelo 
presentato.
1.7 Presentazione del modello tramite un esempio
Si ipotizzando un mondo con soltanto tre assets ( A , B e C ) i cui rendimenti in eccesso



















iR = rendimento in eccesso,
i= premio per il rischio di equilibrio,
Z = fattore di rischio comune,
i= incidenza del fattore di rischio comune,
i= fattore di rischio specifico,
= matrice di covarianza dei tre assets.
Assumendo poi che i fattori di rischio siano distribuiti come una normale con media pari
a zero:




il rendimento atteso dei tre assets diventa una variabile casuale con media centrata nei
rispettivi premi per il rischio di equilibrio e con una struttura di covarianza proporzionale a
:
(1.11) iiiii EZERE   ][][][
])[( iRECOV .
con:
][ iRE = rendimento in eccesso ateso del’i
esimo asset.
I premi per il rischio di equilibrio, insieme alla matrice  , contribuiscono a
determinare la distribuzione di equilibrio dei rendimenti in eccesso attesi.
A questo punto Black & Litterman introducono la possibilità che ogni investitore abbia
delle informazioni addizionali, e completamente soggettive, in merito alla distribuzione futura
dei rendimenti in eccesso dei tre assets. Queste aspettative possono essere espresse, almeno
nel lavoro originale, soltanto in termini relativi, ossia nela forma “Mi aspeto che il titoloA
abbia un over-rendimento nei confronti di B pari a q”14.
Operativamente questa situazione può essere interpretata in due maniere differenti;
1) l’operatore è in possesso di un campione di dati estrati dala distribuzione futura dei 
rendimenti in eccesso, campione dal quale può osservare la differenza dei rendimenti
di A e B ,
2) la view esprime semplicemente la distribuzione di probabilità della differenza delle
medie dei rendimenti in eccesso dei due assets.
In entrambi i casi si necessita di una misura dela fiducia riposta dal’operatore nela 
propria view, al fine di determinare quanto peso dare alla distribuzione di probabilità espressa
da quest’ultima al’ato di combinarla con quela di equilibrio.
14 Più in generale è comunque possibile esprimere anche views assolute in merito a singoli assets.
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Se consideriamo la prima delle due situazioni sopra descritte, il grado di confidenza
del’aspetativa può essere interpretato come il numero dele osservazioni che formano il 
campione dei rendimenti in eccesso futuri. In alternativa, come la varianza della distribuzione
di probabilità espressa.
1.7.1 Caso particolare: esprimere una view con livello di confidenza del
100%
A questo punto i due autori considerano un esempio estremo di view, espressa
ipotizzando un livello di confidenza pari al 100%; in altre parole l’investitore è assolutamente 
sicuro del verificarsi della propria aspettative. Questa situazione può essere immaginata come
frutto di un campione di infinite osservazioni future sui rendimenti di A e di B , il cui valore
medio BA RR  è esattamente pari a q ; in questo caso del tutto particolare il modello
proposto da Black & Litterman equivale al’imposizione di un vincolo lineare: 
(1.12)    qRR BBAA   %100,%100,
con:
%100,iR = variabile casuale della distribuzione del rendimento in eccesso atteso previsto
dal’operatore del’iesimo asset nel caso di confidenza del 100% nel’aspetativa,
 iiR %100, = scalare, indica la variabile casuale (non osservabile) della distribuzione del
rendimento in eccesso ateso del’iesimo asset, ottenuta combinando le due fonti di
informazioni possedute dal’operatore ( %100,iR e i),
q = scalare, pari alla magnitudine della differenza fra i rendimenti espressa dalla view.
Come deto l’operatore è in possesso di un’aspetativa sicura sui rendimenti futuri e 
vuole calcolare la distribuzione dei rendimenti in eccesso attesi condizionale15 alla
distribuzione di equilibrio mostrata dal mercato ed in quanto tale comune a tutti gli operatori.
Il tutto si riduce ad un problema di minimizzazione della varianza dei rendimenti in eccesso
attesi, soggetta al vincolo imposto dalla view:
15 Condizionale al’informazione da lui posseduta ed espressa tramite le view.
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(1.13)  




















%100R = variabile casuale della distribuzione dei rendimenti in eccesso attesi previsti
dal’operatore ed espressi tramite una view che gode di un livello di confidenza assoluto e pari
al 100%,
'P = vettore riga 31 . Assume la forma {1, -1, 0},
 %100R = vettore colonna 13 , contenente la distribuzione condizionale dei rendimenti in
eccesso attesi nel caso di una view con livello di confidenza del 100% (incognito) 16,
= vettore colonna 13 , contenente i premi per il rischio dei tre assets. Tale vettore
rappresenta il valor medio dei rendimenti in eccesso di equilibrio.
La (1.11) è perfettamente logica se si pensa a due cose:
1) al fine di minimizzare la formula della varianza gli assets sui quali non si sono
formulate aspettative assumono esattamente il valore di equilibrio, dato dal vettore
. Questo fatto è precisamente ciò che si voleva ottenere (il perché è stato discusso
nei capitoli 1.2 e 1.3). Potrebbero esistere discrepanze (minime) fra i rendimenti in
eccesso combinati e quelli di equilibrio solo in virtù dei legami fra gli assets
instaurati dalla matrice di covarianza,
2) il vincolo impedisce che gli assets sui quali si è formulata un aspettativa abbiano
valori uguali a quelli di equilibrio . I rendimenti in eccesso di questi assets sono
infati determinati dal’aspetativa e dal procedimento di minimizzazione della
varianza (una view relativa fissa la differenza di rendimento fra due o più titoli ma
non i loro rendimenti assoluti, i quali sono lasciati al meccanismo di
minimizzazione). Anche in questo caso si ottiene esattamente ciò che si voleva:
poter influire sui rendimenti in eccesso degli assets sui quali si hanno views in
maniera coerente con un punto di equilibrio ().
16 Si ricorda che i rendimenti in eccesso di equilibrio eqlR si distribuiscono come una normale con media e
varianza  , dove    CBACBA RERERE  ,,][],[],['  .
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Risolto il problema di minimo, la distribuzione condizionale dei rendimenti in eccesso
attesi assume la seguente media:
(1.14)   )'()'( 1%100   PqPPPRE  17
con:
 %100RE = vettore 13 , contenente il valor medio dei rendimenti in eccesso attesi
condizionati, frutto della combinazione delle due distribuzioni18, nel caso di confidenza del
100% nella view.
Per questo particolare caso di confidenza massima in una view, si utilizza questa media
condizionale come vettore dei rendimenti in eccesso attesi. A questo punto basta utilizzare
questo nuovo vettore di rendimenti attesi insieme alla matrice di covarianza  19, inserendoli
nel circuito di ottimizzazione, al fine di determinare il portafoglio ottimale.
1.7.2 Caso generale: esprimere più views con vari livelli di confidenza
Il discorso si complica quando l’aspetativa espressa dal’operatore non gode dela sua 
piena fiducia, ossia di una confidenza del 100%. La situazione può essere immaginata nel
possesso da parte del’investitore di un numero finito di osservazioni estrate dala 
distribuzione dei rendimenti in eccesso futuri. In questo caso Black & Litterman suggeriscono
di utilizzare una strategia di stima mista (Theil 1971) oppure una approccio Bayesiano
suggerito dagli stessi (Black & Litterman 1990); il risultato finale sarà lo stesso.
Le analisi Bayesiane sono state sempre indebolite dalle difficoltà incontrate nel rendere
compatibili le distribuzioni matematiche con le aspettative dei soggetti decisori; il maggior
merito di Black & Litterman è stato proprio quello di porre il problema in una forma trattabile
e facilmente comunicabile agli investitori.
17 La derivazione matematica della (1.14) è in Appendice C.
18 Le due distribuzioni in questione sono quela contenuta nel’aspetativa )( viewR (View Distribution) e quella
contenuta nel vettore )( eqlR (Prior Equilibrium Distribution).
19 Importante notare come la matrice di covarizanza sia rimasta inalterata anche dopo l’introduzione dele 
aspettative. La ragione di ciò va ricercata nel fatto che la variabilità della correlazione degli strumenti finanziari
nel tempo è in generale di gran lunga minore rispetto a quella riscontrata nei rendimenti medi. Nello specifico
del modello tale variabilità viene considerata nulla, o comunque non significativa.
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L’aspetativa con una confidenza inferiore al 100% viene quindi espressa atraverso una 
restrizione lineare munita di una componente aleatoria proporzionale al’incertezza, nela 
forma:
(1.15)    qRP view'
dove
viewR = variabile casuale, indica la distribuzione dei rendimenti in eccesso attesi previsti
dal’operatore ed espressi tramite una view che non gode di piena confidenza,
 viewR = vettore colonna, contiene la variabile casuale dei rendimenti in eccesso attesi
condizionati nel caso di confidenza inferiore al 100% nella view. Tale variabile casuale non è
osservabile ed è proporzionale al prodotto di due distribuzioni normali,
= vettore, si tratta di un termine di errore (variabile casuale non osservabile) distribuito
come una normale con media zero e varianza,
= matrice, rappresenta l’incertezza dela view.
Generalizzando è poi possibile alargare la metodologia ala situazione in cui l’operatore 
esprima più che una aspettativa. Allora 'P diventa una matrice con tante righe quante sono le
views espresse, q diventa un vettore colonna contenente la magnitudine di ogni view, e 
diventa chiaramente una matrice di covarianza20. L’operatore è quindi in possesso di una 
propria personale distribuzione dei rendimenti in eccesso attesi  ),'(  qNRP view che si
manifesta tramite la (1.15); tale distribuzione soggettiva si sovrappone alla distribuzione che
l’equilibrio del mercato dà agli stessi rendimenti in eccesso ( ),(  NReql ), ottenuta
tramite l’approccio di equilibrio ed altresì conosciuta dal’operatore.
L’articolo originale di Black & Litterman offre a questo punto la formula generale del
valor medio dei rendimenti in eccesso atesi condizionati, originati combinando l’equilibrio 
iniziale con le distribuzioni aleatorie espresse dalla views (tale operazione prende il nome di
blending):
20 Con una assunzione piutosto ovvia Black e Literman suggeriscono di considerare Ω come una matrice 
diagonale che assume valori ωi sulla diagonale principale, e zero altrove. Una matrice di covarianza così
costruita rispecchia l’assunzione che le aspetative espresse dal’operatore siano del tuto indipendenti fra loro, 
ma munite comunque di una propria incertezza.
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(1.16)   ])[(]')[( 11111 qPPPRE view    21
con:
 viewRE = vettore colonna, contenente il valor medio dei rendimenti in eccesso attesi
condizionati nel caso di più views22,
'P = matrice )( nk ,
q = vettore colonna )1( k ,
= matrice quadrata )( kk ,
k = numero di views introdotte,
n = numero di assets componenti l’universo investibile.
La (1.16) è la formula centrale del’intero modelo in quanto restituisce il valor medio 
della variabile casuale )( viewR , ossia della distribuzione combinata dei rendimenti in
eccesso attesi. A questo punto basta inserire il rendimento atteso così determinato nella
tradizionale massimizzazione al fine di ottenere il portafoglio ottimale.
Lo schema in FIGURA 6 riesce a riassumere bene il procedimento base del modello di
Black & Litterman.
21 La derivazione Bayesiana della (1.16), così come tratta dal lavoro di Satchell e Scowcroft (2000), sarà
presentata nela Appendice D. Una dimostrazione alternativa sarà invece presentata nel’Appendice E.
22 I rendimenti combinati espressi dala (1.16) rappresentano l’output del modelo di Black e Literman e sono
concretamente quei rendimenti con i quali si implementa la massimizzazione. La formulazione usata  viewR
non deve trarre in inganno; nel lavoro originale i due studiosi chiamano i rendimenti in eccesso attesi combinati
con la semplice notazione RE .
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Figura 6: Schema del Modello di Black & Litterman
La FIGURA 4 è tratta dal lavoro di Idzorek (2004). In FIGURA 4 viene riportata la formula della varianza dei
rendimenti attesi combinati così come estratta dal lavoro di Satchell e Scowcroft (2000). Nel presente lavoro
tuttavia tale formula non verrà mai applicata; la matrice di covarianza utilizzata sarà sempre e comunque la
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1.8 Sviluppo ed implementazione del modello
Il modello di Black & Litterman fin qui descritto ha il grande merito di offrire un modo
efficace ed equilibrato per combinare le proprie aspettative, ponderate per il livello di
confidenza ripostovi, con un equilibrio di mercato scelto a priori, e considerato in quanto tale
profittevole.
Nessun dubbio sorge quindi né sula validità teorica né sul’utilità pratica del modelo 
stesso, basato su un approccio chiaro ed intuitivo al problema del’otimizzazione; e tuttavia
alcuni punti relativi alla sua applicazione, così come emersi dalla trattazione originale,
meritano di essere analizzati.
1) Innanzitutto la determinazione della matrice 'P si offre a diverse interpretazioni,
soprattutto nel caso di views che interessano più assets. Per spiegarsi meglio
conviene rialacciarsi al’esempio utilizzato sopra, nel quale l’espressione di una 
unica aspettativa che coinvolge due soli assets si traduce molto semplicemente in un
vettore 'P che assume la seguente forma  0,1,1 . Se si ipotizza che la medesima
aspettativa coinvolga tutti e tre gli assets (ad esempio “Mi aspeto che il titolo A 
abbia un over-rendimento nei confronti di B e nei confronti di C pari a q”), 'P ,
ancora nella forma di vettore dal momento che si prende in considerazione una sola
aspettativa, deve assumere valori diversi ma tali da avere somma nulla23. Una prima
soluzione potrebbe essere semplicemente quella di usare uno schema di pesi
semplicistico così come suggerito da Satchell e Scowcroft (2000), ottenuto
dividendo l’unità per il numero degli assets coinvolti positivamente o negativamente
(nel nostro caso  5.0,5.0,1' P ). Chiaramente un sistema di questo genere ha il
merito di essere facile da applicare, ma non tiene mimamene conto la
capitalizzazione e la dimensione degli assets coinvolti, risultando in un non
necessario tracking error. Alternativamente, Idzorek (2004) suggerisce di adottare
uno schema di pesi proporzionale alla capitalizzazione del mercato, ottenuto
eguagliando il peso del singolo asset al rapporto fra capitalizzazione dello stesso e
capitalizzazione di tutti gli assets coinvolti nella view ed aventi il medesimo “segno” 
(overperformed oppure underperformed). Questo secondo metodo appare preferibile.
23 Gli elementi di ogni riga di 'P devono avere una somma pari esattamente a zero solo nel caso di aspettative
relative, ossia espresse in una differenza di rendimento fra due o più assets.
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2) Ulteriormente, la fissazione delo scalare τ rappresenta un punto non ancora 
totalmente chiarito, ed in merito al quale la letteratura esistente offre solamente una
scarsa guida. In primo luogo è palese comeτ sia inversamente proporzionale al peso
relativo dato al’equilibrio:un coefficiente molto grande accentua notevolmente
l’incidenza dele views rispeto al’equilibrio neutrale nela determinazione dei nuovi 
rendimenti in eccesso di equilibrio. In altre parole è inversamente proporzionale
al peso dato al vettore dei rendimenti attesi di equilibrio . Black & Litterman nel
loro lavoro originale consigliano di adottare un valore molto prossimo allo zero e
comunque minore di uno, motivando le loro conclusionicon il fato che l’incertezza 
nella media è di gran lunga minore del’incertezza nel rendimento. Lee (2000), che
ha grande esperienza nel’applicazione del modelo in questione, suggerisce un 
valore di compreso fra 0.01 e 0.05, contrariamente a Satchell e Scowcroft, i quali
considerano preferibile un valore prossimo al’unità. He e Literman (1999) 
propongono di calibrare il livello di confidenza delle views (gli elementi diagonali
kk della matrice ) in maniera che il rapporto 
kk sia esattamente uguale alla
varianza implicita della view stessa, ossia kk PP ' . Il termine varianza implicita
indica la varianza che il mercato attribuirebbe ad un portafoglio costruito secondo le
indicazioni della kesima view; tale valore dipende, oltre che dalla matrice di
covarianza , anche dalla kesima riga della matrice 'P , che può a tutti gli effetti
essere considerata come un vettore dei pesi attribuiti dalla view ai singoli assets. In
questa maniera la fissazione dello scalare  non avrebbe più alcuna rilevanza sui
nuovi rendimenti in eccesso di equilibrio dal momento che nella formula vi
entrerebbe soltanto il rapporto

kk . Per concludere, Blamont e Firoozye (2003)
interpretano  come lo standard error della stima dei rendimenti di equilibrio (),
suggerendo quindi un valore pari ad m1 con m = numero delle osservazioni. La
formula più conveniente pare quella di He e Litterman, dal momento che risolve alla
base il problema fin qui esposto. Un accorgimento deve però essere adottato; la
formula di He e Literman costringe l’operatore a fissare il proprio livello di
confidenza in maniera meccanica ed automatica, escludendolo da ogni potere
decisionale in merito. Togliere il soggeto decisore dal’imbarazzo dela scelta in 
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merito proprio livello di confidenza sulle views può facilitargli la vita ma può anche
essere un limite alla duttilità del modello stesso. Conviene quindi che ogni operatore
decida di calibrare  nella maniera più adeguata al suo trading, tenendo presente
che valori più elevati fanno sì che le aspettative espresse incidano in maniera più
forte.
3) Un terzo aspetto molto dibattuto del modello di Black & Litterman è infine la
determinazione pratica della matrice diagonale di covarianza , che sappiamo
incidere pesantemente sui nuovi rendimenti in eccesso di equilibrio, e soprattutto
che sappiamo essere l’elemento atraverso il quale l’agente decisore pondera il 
livello di confidenza delle views espresse. Black & Litterman stessi, nel lavoro del
1992, indicano l’importanza dela matrice, e ne mostrano l’eficacia in vari 
esempi senza però dare alcuna istruzione sul modo pratico per determinarla. I due
autori si limitano a fissare nel primo esempio una varianza di 0.5 per la view
espressa, andando conseguentemente a costruire il portafoglio ottimale, mentre nel
secondo esempio, soto l’assunzione che la view venga ora espressa con maggiore
incertezza, fissano la varianza al’unità, confrontando poi i risultati ora otenuti con 
quelli precedenti. Nulla di più concreto è detto in merito alla differenza fra la prima
e la seconda aspettativa; la varianza assume, o almeno così sembra, un carattere
puramente ordinale, senza nessuna possibilità di essere misurata in maniera
cardinale24. Il problema nasce dal momento che si vuole rendere il modello quanto
più intuitivo e chiaro possibile, dando la possibilità al’operatore di poter esprimere 
in termini percentuali (dallo zero al 100%) la propria confidenza sulle aspettative
introdote (dala massima difidenza al’assoluta certezza). Il fatto che una varianza
maggiore conduca l’intero processo a dare maggior peso al’equilibrio neutrale, fino 
al punto che una varianza nulla non dovrebbe incidere affatto sullo stesso, appare
cosa logica e condivisa, e tutavia l’entità dei valori indicati dovrebbe poter essere
segnalata in maniera altrettanto logica e chiara, ma soprattutto traducibile in un
qualcosa di più familiare per l’operatore che non un semplice valore assoluto; questo 
qualcosa è tipicamente un intervallo di confidenza. Non appare infatti conveniente
24 Il problema di una scala di misurazione ordinale sta nel fatto che rimane impossibile poter esprimere il benché
minimo giudizio su due grandezze espresse, se non il semplice ordine nelle preferenze del decisore. Tuttavia,
dire che l’aspetativa A ha una maggiore fiducia del’aspetativa B, ed esprimere questa sensazione dando ala 
prima una varianza di 0.5 ed alla seconda una varianza di 1, non è assolutamente la solita cosa che dare alla
prima una varianza di 0.1 ed alla seconda una varianza di 2, nel senso che i portafogli risultanti rischiano di
essere profondamente differenti.
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basare un modello quantitativo di selezione dei portafogli semplicemente su una
misurazione qualitativa ed ordinale, che non permetta di esprimere in toto le diverse
sfumature dele aspetative del’agente decisore. L’approccio suggerito da He e
Litterman (1999), e prima evidenziato per la fissazione del termine , conduce a
fissare in maniera rigida gli elementi della matrice : come si è già detto i dovrà
essere esattamente proporzionale alla varianza implicita della view, calcolata con la
formula ii PP ' , e moltiplicata proprio per il fattore). Seguendo questa struttura
ogni modulazione della confidenza espressa dal soggetto decisore è fin dalla
partenza negata, dando per scontato che l’unica forma di informazione delo stesso 
sia la varianza implicita delle aspettative espresse. Idzorek (2004) propone un
metodo alternativo per modulare la confidenza in una intuitiva scala da zero a 100,
assumendo così che l’investitore possa avere altre fonti di informazione, magari 
strettamente personali, alternative ed esterne a quelle garantite dal mercato. Il suo
metodo, verrà riportato di seguito.
1.9 Livello di confidenza implicito e livello di confidenza
espresso
Idzorek sostiene sia giusto permetere al’agente decisionale di esprimere la propria 
confidenza in merito alle proprie aspettativa in maniera totalmente libera ed aperta. Il metodo
da lui proposto individua e traduce in valori di  le situazioni estreme di confidenza, appunto
la totale certezza nelle views ovvero la totale certezza nel’equilibrio neutrale, e cerca di 
costruire tutta una scala di valori intermedi fra le due.
In primo luogo Idzorek ipotizza che calibrare la varianza della view pari a zero significhi
esprimere una fiducia incondizionata nella stessa (100%). A parità di altre condizioni questa
certezza assoluta dovrebbe tradursi in un portafoglio che si distacca quanto più possibile dal
benchmark. In questa particolare condizione i nuovi rendimenti in eccesso di equilibrio
dovrebbero assumere la seguente formulazione:
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(1.14) )'()'(][ 1%100   PqPPPRE  25
L’utilizzo di questi nuovi rendimenti in eccesso di equilibrio conduce ad un portafoglio 
definito per comodità dal vettore dei pesi %100W :
(1.17) ][)( %100
1
%100   REW 
Il caso opposto si ha quando l’investitore desidera esprimere la propria totale fiducia 
nel’equilibrio neutrale (confidenza dela view = 0%), fatto che conduce intuitivamente ad un
vettore dei pesi esattamente uguale a quello del benchmark ( bmkW ).
A questo punto Idzorek (2004) individua il massimo distacco ottenibile dal portafoglio
neutrale alla luce della view espressa
(1.18) bmkiii wwD ,%100,%100,  26
con:
i = assets coinvolti dalla view,
ed alo stesso tempo l’efetivo distacco otenuto utilizzando la formula dela varianza 
implicita27
(1.19) bmkiimpiimpi wwD ,,, 
Secondo il metodo proposto da Idzorek (2004) il valore %100,iw è calcolato inserendo una
aspettativa alla volta, mentre il valore impiw , è calcolato inserendo nella massimizzazione tutte
25 Se l’aspetativa in questione è espressa in termini assoluti ed in rendimento secco, piutosto che in rendimento 
in eccesso, occorre sottrarre da q il valore del titolo privo di rischio.
26 Notare che il vettore bmkWWD  %100%100 è un vettore di tutti zeri, tranne in corrispondenza degli assets
coinvolti dalla view. In loro corrispondenza infatti il vettore %100D assume esattamente il solito valore (in
termini assoluti). Questo valore caratterizza la view ed è quello espresso dalla (1.17).
27 In questi termini impW rappresenta il vettore dei pesi ottenuto implementando il modello di Black e Litterman
con kkkk PP  ' secondo il metodo suggerito da He e Litterman (1999) (vedi capitolo 1.8).
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le aspettative contemporaneamente. Entrambi sono scalari relativi esclusivamente agli assets
coinvolti dal’aspetativa che si vuole analizzare28.
A questo punto è possibile ricavare il livello di confidenza implicito della kesima view



















L’operatore potrà in questa maniera verificare se la confidenza espressa implicitamente 
rappresenta o meno quella che effettivamente voleva esprimere. In caso di discrepanza fra i
due valori un primo approccio intuitivo suggerirebbe di provare ad introdurre valori differenti
di kk fino ad arrivare al livello voluto. Chi scrive preferisce utilizzare un modo più razionale
al fine di determinare gli elementi di , partendo proprio dal portafoglio che si desidera
ottenere in base al livello di confidenza espresso, ed implementando al contrario il
meccanismo della massimizzazione.
1.10 Il nuovo metodo di calibrazione della confidenza
Per inserire un livello di confidenza personale e diverso per ogni view espressa, si
seguirà il meccanismo inverso a quello della massimizzazione non vincolata, calcolando
dapprima il vettore dei pesi corrispondente al livello voluto (differente da quello calcolato in
precedenza soltanto negli assets interessati dalla view):
(1.21) bmkbmkc WWWcW  )( %100
con:
c = scalare compreso fra 0 ed 1. Indica il livello di fiducia che si vuole esprimere nella view,
28 Se una aspettativa coinvolge più assets, considerare uno di loro piuttosto che un altro non cambia
minimamente il risultato finale.
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cW = portafoglio obbiettivo, che si otterrebbe introducendo una sola view con un livello di
confidenza esattamente pari a c ,
e sostituendo quest’ultimo nela formula (1.4) al fine di otenere il vetore dei rendimenti in 
eccesso corrispondente:
(1.22) cc W 
con
c = vettore dei rendimenti in eccesso di equilibrio che, una volta introdotti nel circuito di
massimizzazione non vincolata, restituiscono esattamente il vettore voluto cW .
Si noti come sia la (1.20) che la (1.21) assumano implicitamente una relazione lineare e
monotona fra la confidenza espressa nella view e la distanza del portafoglio combinato da
quello di riferimento. In altre parole, un portafoglio cW costruito con confidenza massima
( %100c ) avrà una distanza da bmkW precisamente doppia rispetto ad un portafoglio
costruito con un livello di confidenza del 50%. La relazione lineare fra c e bmkc WW  è
assunta in maniera intuitiva e per semplicità, ma non è l’unica possibile: si potrebbero 
benissimo supporre relazioni non lineari (paraboliche, ellittiche ecc.).
A questo punto, poiché l’obbietivo è determinare l’elemento kk corrispondente al
livello di confidenza c nella kesima view, si inserisce il vettore dei rendimenti in eccesso












29 Si ricorda per chiarezza che tutti i calcoli descritti in questa fase sono eseguiti per una sola aspettativa alla
volta; nella (1.23) quindi la matrice  è uno scalare esattamente uguale alla varianza kk  del’aspetativa 
stessa, q è uno scalare e 'P è un vettore.
30 La (1.23) non è niente altro che una trasformazione della (1.16), ottenuta ponendo  come variabile
dipendente. La sua derivazione è presentata in Appendice F.
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Trovato il valore di kk corrispondente al livello di confidenza c che si vuole introdurre
nella view si reitera il processo per le altre aspettative in maniera da definire completamene la
matrice. A quel punto sarà possibile trovare il nuovo portafoglio ottimale con la (1.16).
Un pregio del meccanismo descritto in questo paragrafo è quello di permettere
al’operatore di elaborare aspetative future con un livello di confidenza compreso in una
intuitiva scala da 0 a 100, il tutto senza dover effettuare nessuna ipotesi vincolante sul valore
di.
1.11 Guida conclusiva per l’implementazione del modelo 
Per meglio riassumere quanto deto è possibile schematizzare l’operazione da compiere 
in alcuni punti;
I. Si fissa arbitrariamente il valore di ; non inciderà sulla determinazione del
portafoglio ottimale.
II. Per ogni aspettativa espressa si calcola il vettore ottimale dei rendimenti in eccesso
atesi combinati, considerando l’aspetativa stessa come l’unica espressa 
dal’operatore, ed ipotizzando il caso estremo dela sua assoluta certezza di 
realizzazione:
(1.14)   )'()'( 1%100   PqPPPRE  .




%100   REW 
IV. Si calcola il portafoglio ottimale che si dovrebbe ottenere esprimendo esattamente il
livello di confidenza voluto c . Tale portafoglio è calcolato come combinazione
lineare di quello di riferimento e di quello certo:
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(1.21) bmkbmkc WWWcW  )( %100 .
V. Si calcola il vettore dei rendimenti in eccesso che restituiscono proprio il portafoglio
ora calcolato
(1.22) cc W 
VI. Si calcola il valore della varianza della aspettativa corrispondente al livello di fiducia












VII. Abbiamo trovato il primo elemento della matrice . Per trovare gli altri si reitera il
processo dal punto I al punto VI per tutte le altre views espresse.
VIII. Una volta che  è completata, si può calcolare il portafoglio ottimale
implementando Black & Litterman secondo la (1.16).
1.12 Caso Pratico (2)
L’analisi di un caso pratico, passo dopo passo, può essere d’aiuto per la migliore 
comprensione del modello. Riallacciandosi al’esempio del DJ STOXX 600 presentato in 
precedenza, si vuole ora osservare cosa succede quando l’operatore esprime dele views come
le seguenti:
1) il settore Media avrà un sovraperformance del’1% rspeto al setore Banks con un 
livello di confidenza del 40%,
2) i settori Health Care e Retail avranno una sovraperformance dello 0.5% rispetto ai
settori Chemicals e Oil & Gas con un livello di confidenza del 60%,
3) il settore Utilities avrà un rendimento in eccesso del 2.5% con un livello di
confidenza del 35%.
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Le tre aspettative così espresse rappresentano tutta la casistica prevista dal modello di
Black & Litterman; la prima è un’aspetativa relativa di un setore su un altro, tesa a 
consolidare la tendenza presente nei rendimenti di equilibrio ( %34.0 BanksMedia ). La
seconda è un’aspetativa relativa di due setori su altri due, mentre la terza è una visione 
assoluta (e pessimista rispeto al’equilibrio poiché %79.2Utilities ) su un unico settore.

















mentre la matrice 'P proietta le stesse sui rispettivi assets. Seguendo quanto detto da Idzorek
(2004) l’aspettative numero due viene pesata sui vari assets che la compongono in maniera
proporzionale alla loro capitalizzazione di mercato31. Ecco quindi che fra i due settori con
segno positivo Health Care dovrà assumere un valore maggiore rispetto a Retail dal momento
che la sua capitalizzazione di mercato è lievemente maggiore (9.20%% contro 3.32%). Stesso
discorso vale in linea di principio per i due settori con segno negativo nella view. In definitiva



















Rimangono poi da fissare lo scalare  e la matrice di covarianza delle views .
Seguendo il consiglio di He e Litterman (1999) si può fissare arbitrariamente il primo e
definire gli elementi diagonali di  eguagliandoli a )'( kk PP  . Ponendo ad esempio
025.0 si ha:
31 Nel caso si utilizzano come riferimento i pesi del DJ stoxx 600

















Si può facilmente constatare che mutare, anche drasticamente, il valore di 
produrrebbe come unico effetto uno stravolgimento della matrice  ma non avrebbe alcuna
ripercussione sui rendimenti in eccesso attesi combinati, i quali, seguendo la formula (1.16),
sono riportati nella TABELLA 5:
Tabella 5:Rendimenti in Eccesso Attesi Combinati
SETTORI DJ STOXX 600 Combined Excess Returns
 viewRE




Construbtion & Materials 2.8704%
Food & Beverage 2.1545%
Financial Services 3.8776%
Health Care 3.1759%
Industrial Goods & Services 3.488%
Insurance 5.1632%
Media 4.8413%
Oil & Gas 3.029%




Travel & Leisure 3.4402%
Utilities 2.6455%
In TABELLA 6 poi si riportano i pesi del nuovo portafoglio ottimale, confrontandolo
con quello di riferimento. Il nuovo portafoglio non vincolato (seconda colonna TABELLA 6)
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differisce da quello di equilibrio soltanto nei settori interessati dalle views, e lo in maniera
perfettamente logica ed intuitiva.
La terza aspettativa si ripercuote sul portafoglio ottimale in maniera positiva soltanto
sul’unico setore che interessa (l’ultimo); il risultatoè che il nuovo portafoglio non mantiene
più il peso totale del 100%. Il problema può facilmente essere risolto imponendo il vincolo
del’unità al meccanismo di massimizzazione utilizzato (terza colonna TABELLA 6); il 
risultato è inevitabilmente un portafoglio più disperso rispetto a quello di equilibrio e quindi
meno intuitivo.La presenza di pesi negativi può essere eliminata con l’apposizione di vincoli.
Tabella 6: Portafogli










Automobiles & parts 1.9848% 1.9848% 1.6567%
Banks 21.58% 14.8450% 14.6050%
Basic Resources 3.8826% 3.8826% 3.6452%
Chemicals 2.6062% 0.0005% 0.2196%
Construbtion & Materials 2.4929% 2.4929% 3.8802%
Food & Beverage 5.2495% 5.2495% 6.5735%
Financial Services 2.9123% 2.9123% 3.1527%
Health Care 9.2005% 18.1080% 18.5610%
Industrial Goods & Services 6.646% 6.6460% 7.9339%
Insurance 6.736% 6.7360% 5.0189%
Media 2.8032% 9.5383% 9.4196%
Oil & Gas 9.5285% 0.0146% 0.0554%
Personal & Household Goods 3.8819% 3.8819% 4.2906%
Retail 3.3185% 6.5302% 7.2609%
Technology 3.5144% 3.5144% 3.0802%
Telecommunications 5.873% 5.8730% 5.8101%
Travel & Leisure 1.5776% 1.5776% 1.7255%
Utilities 6.2118% 1.4842% 3.1114%
TOTALE 100% 95.2718% 100%
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In FIGURA 7 si confrontano le differenze fra i nuovi rendimenti in eccesso (non
vincolati) e quelli di equilibrio; come era logico aspettarsi le due serie differiscono soprattutto
nei settori interessati dalle views. La varianza della popolazione riportata in FIGURA 7 è
minima.
Si sarà notato come fin’ora non si è parlato in alcuna maniera del livelo di confidenza 
delle views, limitandosi ad implementare il modello nella maniera suggerita da He e Litterman
(1999).
























































Appare ora interessante andare a vedere, una aspettativa alla volta, quale livello
implicito il modello abbia incorporato.
I rispettivi livelli impliciti di confidenza presentati in TABELLA 7 sono calcolati come
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Media 2.8032% 9.5383% 16.804% 48.1058%
Banks 21.58% 14.845% 7.5796% 48.1058%
Prima
Aspettativa
Health Care 9.2005% 18.108% 27.565% 48.5056%
Retail 3.3185% 6.5302 % 9.9398% 48.5056%
Chemicals 2.6062% 0.0005% -2.7658% 48.5056%
Oil & Gas 9.5285% 0.0146% -10.085% 48.5056%
Seconda
Aspettativa
Utilities 6.2118% 1.4842% -3.313% 49.6346% Terza
Aspettativa
La TABELLA 7 considera soltanto gli assets coinvolti da views. Nella prima colonna i pesi del benchmark.
Nella seconda colonna i pesi impliciti (non vincolati). Nella terza colonna i pesi dei portafogli (non vincolati)
ottenuti inserendo un’aspetativa ala volta con un livelo di confidenza del 100%. Nela quarta colonna i liveli 
di confidenza impliciti delle views: si nota che tale livello è uguale per ogni asset coinvolto dalla solita view.
Secondo quanto detto in precedenza si va ora ad inserire i rispettivi livelli in ogni
singola aspettativa:
1) imposto la:
(1.21) bmkbmkc WWWcW  )( %100
e pongo %40c . In questa maniera ricavo il vettore dei pesi obbiettivo
corrispondente al livello del 40% di confidenza nella prima view. Il portafoglio
obbiettivo è riportato in TABELLA 8:
1.12 Caso pratico (2) Federico Casciari
47
Tabella 8: Portafoglio Obbiettivo per la Prima View
SETTORI DJ STOXX 600 First View
Portfolio Weights
c = 40%




Construbtion & Materials 2.49%
Food & Beverage 5.25%
Financial Services 2.91%
Health Care 9.20%
Industrial Goods & Services 6.65%
Insurance 6.74%
Media 8.40%
Oil & Gas 9.53%




Travel & Leisure 1.58%
Utilities 6.21%
TOTALE 100%
A questo punto non rimane che calcolare i rendimenti in eccesso che mi
restituiscono questo portafoglio (TABELLA 9) secondo la (1.22):
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Tabella 9: Rendimenti in Eccesso Obbiettivo per la Prima View








Construbtion & Materials 3.0032%
Food & Beverage 2.2485%
Financial Services 4.0391%
Health Care 3.1524%
Industrial Goods & Services 3.6255%
Insurance 5.3708%
Media 4.9406%
Oil & Gas 3.5446%




Travel & Leisure 3.5622%
Utilities 2.8059%
ed infine trovare la varianza 1,1 corrispondente, utilizzando la (1.23). Nello
specifico si ottengono i vettori:
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Si nota come considerare il settore Banks oppure il settore Media dia il solito
risultato: 0591.011  . Come era lecito attendersi il valore è superiore a quello
implicito )'( kkkk PP  32;
2) nella seconda view si vuole inserire un livello di confidenza del 60%: si desidera
quindi raforzare il peso del’aspetativa rispeto ala situazione implicita. Il percorso 
è del tutto identico a quello seguito per la prima view, con la sola differenza che i
settori interessati sono ora ben quattro. Determinati, il vettore dei pesi obbiettivo
assume la seguente forma in TABELLA 10:
Tabella 10: Portafoglio Obbiettivo per la Seconda View
SETTORI DJ STOXX 600 Second View
Portfolio Weights
c = 60%




Construbtion & Materials 2.49%
Food & Beverage 5.25%
Financial Services 2.91%
Health Care 20.22%
Industrial Goods & Services 6.65%
Insurance 6.74%
Media 2.80%
Oil & Gas -2.24%




32 Si ricorda che 11  rappresenta l’incertezza dela view; ad un livello di confidenza del 40% è quindi normale
che corrisponda un valore minore rispetto ad un livello di confidenza più grande.
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Travel & Leisure 1.58%
Utilities 6.21%
TOTALE 100%
Si può a questo punto trovare molto facilmente i rendimenti in eccesso
corrispondenti (TABELLA 11) e successivamente i due vettori  cPPqP  '2222 e
 )()( 1  c , fino ad arrivare alla varianza della view, pari a 0.022,2  ;
Tabella 11: Rendimenti in Eccesso Obbiettivo per la seconda View








Construbtion & Materials 2.9208%
Food & Beverage 2.2874%
Financial Services 3.9911%
Health Care 3.3331%
Industrial Goods & Services 3.5262%
Insurance 5.3392%
Media 4.7023%
Oil & Gas 3.0817%




Travel & Leisure 3.5122%
Utilities 2.7713%
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3) infine, si desidera dare alla terza view (quella assoluta) un livello di fiducia del 35%.
Anche in questo caso si implementa singolarmente il sistema al fine di calcolare il
portafoglio obbiettivo, ottenuto aggiungendo a quello di mercato il peso
2.87812%6.2118%6.2118%)--3.313%%(35,18 cW 33. A questo punto è
possibile calcolare i rendimenti che generano cW , seguendo la (1.22), e quindi
risalire fino alla varianza della view stessa con la (1.23). In definitiva 0.047633  .















L’unica cosa che rimane da fare è dunque calcolare i rendimenti in eccesso combinati 
seguendo la (1.16) e lasciando inalterati tutti gli altri elementi (TABELLA 9) .
Tabella 12: Rendimenti in Eccesso Combinati
SETTORI DJ STOXX 600 Combined Excess Returns
c




Construbtion & Materials 2.8844%
Food & Beverage 2.1923%
Financial Services 3.9101%
Health Care 3.2429%
Industrial Goods & Services 3.5013%
Insurance 5.2151%
Media 4.8273%
Oil & Gas 2.9909%
Personal & Household Goods 3.6324%
33 Notare come il portafoglio cW abbia peso totale maggiore di 1.





Travel & Leisure 3.4646%
Utilities 2.6845%
e conseguentemente inserire gli stessi nella massimizzazione al fine di conseguire il
portafoglio ottimale (TABELLA 13):












Automobiles & parts 1.9848% 1.98% 1.7606%
Banks 21.58% 16.29% 16.1220%
Basic Resources 3.8826% 3.88% 3.7204%
Chemicals 2.6062% -0.54% -0.3922%
Construction & Materials 2.4929% 2.49% 3.4409%
Food & Beverage 5.2495% 5.25% 6.1542%
Financial Services 2.9123% 2.91% 3.0766%
Health Care 9.2005% 19.96% 20.2720%
Industrial Gds & Services 6.646% 6.65% 7.5261%
Insurance 6.736% 6.74% 5.5626%
Media 2.8032% 8.10% 8.0160%
Oil & Gas 9.5285% -1.97% -1.9379%
Personal & Household Gds 3.8819% 3.88% 4.1612%
Retail 3.3185% 7.20% 7.6981%
Technology 3.5144% 3.51% 3.2177%
Telecommunications 5.873% 5.87% 5.8300%
Travel & Leisure 1.5776% 1.58% 1.6787%
Utilities 6.2118% 2.98% 4.0931%
TOTALE 100% 96.76% 100%
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I risultati paiono perfettamente logici con quanto fatto; si è ridotta la fiducia espressa
nella views 1 e 3 e conseguentemente il portafoglio ottimale si distacca in maniera meno netta
da quello di equilibrio proprio nei settori coinvolti dalle due. Al contrario, si è aumentata la
fiducia nella seconda view ed il risultato è stato aumentare la variazione assoluta dei quattro
settori coinvolti. In FIGURA 8 si affiancano i portafogli (non vincolati) ottenuti secondo la
metodologia ora implementata e secondo la procedura implicita di He e Litterman (1999).



















































I due portafogli sono molto simili, ma le differenze che evidenziano trovano la loro
logica nelle dinamiche del modello:
1) il portafoglio implicito dava un livello di confidenza di 48.1058% alla prima
aspettativa, esaltando il settore Media (al rialzo) a discapito del settore Banks (al
ribasso). Abbassando il livello di confidenza al 40% si dovrebbe notare una
leggera inversione di tendenza: il portafoglio combined difatti sovrappesa il
settore Banks e sottopesa il settore Media rispetto a quello implicito;
2) il portafoglio implicito dava un livello di confidenza di 48.5056% alla seconda
view. In questo caso il livello di confidenza è stato alzato (fino al 60%) e quindi
il portafoglio combined ha accentuato la tendenza a sovrappesare i settori
coinvolti positivamente nel’aspetativa (Health Care e Retail) ed a sotopesare 
quelli coinvolti negativamente (Chemical eOil & Gas);
CONFRONTO FRA cW E impW
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3) il livello di confidenza implicito della terza aspettativa era di 49.6346% e la
magnitudine suggeriva di sottopesare il settore Utilities, dato in ribasso. Per
costruire il combined portfolio il livello di confidenza è stato abbassato al 35% e
come ci si aspettava il settore Utilities ha trovato un maggiore impiego.
In FIGURA 9 si riportano infine le differenze fra i due portafogli.
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2 LA SIMULAZIONE
Nel precedente capitolo si è cercato di conoscere ed approfondire la teoria alla base del
modello di Black & Litterman, arrivando a suggerire una dettagliata procedura di
implementazione delo stesso. L’analisi non ha mancato di evidenziare i vantaggi che, almeno 
in linea teorica, quest’ultimo ofre rispeto ad altre metodologie di selezione del portafoglio.
Un esempio pratico infine ha avuto il compito di esemplificare lo sviluppo operativo del
modello in questione.
Lo scopo di questo secondo capitolo è invece quello di capire, tramite una simulazione
di mercato, se il meccanismo di assets allocation proposto da Black & Litterman possiede
alcune proprietà di fondamentale rilevanza pratica quali la robustezza, la consistenza e
soprattutto un buon trade-off fra rischio e rendimento.
Nei primi paragrafi del presente capitolo verranno rispettivamente introdotti nel
dettaglio i dati utilizzati nella simulazione, la metodologia seguita ed infine le aspettative
introdote. A seguire verà poi presentato l’esercizio simulativi vero e proprio.
2.1 I dati
Per amore di continuità i dati utilizzati in questo esercizio sono gli stessi degli esempi
del primo capitolo, ossia gli excess returns dei setori del DJ stoxx 600 sul’Euribor ad un 
mese. Il periodo di simulazione copre l’intervalo temporale compreso fra il 03/01/2005 ed il 
30/06/2006. Il database storico utilizzato parte invece dal 4/01/1999.
2.2 La metodologia seguita
Il metodo proposto consiste in una serie di back test volti a rendere possibile una duplice
analisi sul modello; una in termini assoluti, relativa a come lo stesso si modifica una volta
introdotte aspettative e livelli di confidenza diversi, ed una in termini relativi, confrontandolo
con altre strategie di assets allocation. Cercando di rimanere il più aderenti possibile alla
prassi operativa si seguirà la seguente strada:
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1) ponendoci nei panni di un investitore al’inizio del periodo di simulazione si 
costruiranno 5 portafogli ottenuti secondo il seguente schema:
a) applicando Markowitz ai rendimenti storici,
b) replicando il Benchmark,
c) usando Black & Litterman con aspettative di mercato34 e bassa confidenza,
d) usando Black & Litterman con aspettative di mercato ed alta confidenza,
e) usando Black & Litterman con aspettative giuste ex-post35;
2) si ipotizzerà di partire da un investimento iniziale di 10000€ in ogni portafoglio;
3) si attuerà una strategia rolling per ciascun portafoglio, modificandone la
composizione ogni mese in maniera coerente con i principi sopra esposti e
reinvestendo ogni volta l’intero montante realizzato;
4) il benchmark è rivisto trimestralmente (marzo, giugno, settembre, dicembre);
5) le aspetative sono riviste due volte l’anno (luglio, dicembre);
6) alla fine del periodo scelto come orizzonte temporale si confronteranno i montanti
realizzati (ed i rischi sopportati) con le 5 strategie seguite;
7) si indagherà la robustezza del modello di Black & Litterman osservandone i
cambiamenti occorsi nele varie strategie e, al’interno dele stesse, durante i vari 
periodi del’investimento.    
34 Cosa si intende per aspettative di mercato verrà spiegato nel prossimo paragrafo.
35 Questo ultimo portafoglio è costruito ex-post, alla fine del periodo di investimento utilizzando le stesse views
ma con i valori effettivamente riscontrati sul mercato.
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2.3 Le aspettative introdotte
In virtù di quanto detto nel primo capitolo si capisce come le performance ottenute da
portafogli alla Black & Litterman dipendano fortemente dalle aspettative introdotte;
intuitivamente, ad aspettative veritiere corrisponderanno rendimenti migliori e viceversa. Alla
luce di ciò il rischio insito in questa sede è dunque quello di sottoporre a back test le
aspettative introdotte nel modello piuttosto che il modello stesso, falsando la base stessa
del’autenticità del’analisi. Al fine di evitare questo spiacevole inconveniente si è cercato di 
agire nella maniera più razionale e generale possibile, cercando di escludere ogni soggettività
dalla scelta. Se è infatti vero, anche intuitivamente, che il modello di Black & Litterman è un
arma in più nelle mani degli operatori che hanno buone previsioni future, è altrettanto vero
che il mercato concede a pochi il privilegio di avere buone previsioni future, quanto meno nel
medio lungo termine. Partendo da questo presupposto, e fata salva l’ipotesi che un investitore 
possa benissimo riuscire a formulare previsioni corrette per i prossimi due anni di corsi
azionari, si è preferito ricavare le aspettative dai consensus elaborati dagli analisti al’epoca 
dei fati. L’utilizzo di tali consensus sui giudizi degli analisti presenta un duplice vantaggio:
1) si può tranquillamente supporre che le aspettative espressevi fossero le più razionali
e coerenti con l’informazione del’epoca presa a riferimento,
2) ci si pone nel’otica di un investitore qualunque il quale, non in possesso di 
informazioni privilegiate, decide di fidarsi delle previsioni elaborate da migliaia di
esperti.
A ben vedere utilizzare le previsioni contenute nei consensus toglie chi scrive
dal’imbarazzo di dover introdure aspetative sapendole già realizzate o meno, ma consente 
altresì l’utilizzo di uno strumento coerente con il principio che vede il mercato come
l’operatore meglio informato su se stesso. A fianco dele aspetative di mercato così otenute 
si è poi voluto indagare in che misura il modello premia chi introduce aspettative veritiere. Di
qui la volontà di introdurre nel’analisi il portafoglio e).
Il consensus utilizzato è quello fornito da EOS36, rivisto ed aggiornato due volte
al’anno (fine dicembre ed inizi agosto). Tale consensus esprime le aspettative in termini di
overweigth e di underweigth, ma non di rendimenti attesi. In altre parole, gli analisti
consigliano quale setore comperare e quale vendere, ma non ci dicono nula sul’entità dele 
rispettive performance attese.
36 L’indirizzo web a cui si possono reperire tali consensus è il seguente: www.telerate.it
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Appare chiaro che aspettative formulate in questi termini necessitano di essere
riesaminate e trasformate nel binomio rendimento atteso-livello di confidenza al fine di poter
essere inserite nel modello di Black & Litterman. Tale trasformazione è arbitrariamente
effettuata nei seguenti termini:
1) i suggerimenti degli analisti sono accompagnati da un valore di consensus, compreso
fra uno e tre, che ne esprime l’intensità. Questo valore è un valor medio di tute le 
valutazioni espresse dagli analisti; quanto più si avvicina ad uno tanto più
l’aspetativa è al rialzo e viceversa,
2) gli analisti consigliano di acquistare un determinato settore quando il suo valore di
consensus è minore del 10% della media del consensus generale. Al contrario,
consigliano di vendere quando il valore di consensus è superiore al 10% della media
generale. L’intervalo compreso fra +/- 10% della media generale è considerato
neutrale,
3) si sono prese in considerazione aspettative solo sui seguenti otto settori: Auto,
Banks, Industrial Goods & Service, Oil & Gas, Retail, Technology,
Telecommunication, Utilities. Si tratta di otto settori sui diciotto totali che formano
l’universo investibile delnostro investitore ipotetico (ossia i componenti settoriali
del DJ stoxx 600),
4) lo scopo di questa metodologia è quello di sterilizzare quanto più possibile
l’arbitrarietà del’operatore, al fine di poter trarre conclusioni di più ampio respiro.
Nel primo capitolo si è visto che l’utilizzo di views relative muta la composizione
dei portafogli quasi esclusivamente nei settori coinvolti, mentre le views assolute
comportano un riassestamento che coinvolge sensibilmente anche gli altri settori.
Non volendo privilegiare né l’una né l’altra via, si è finalmente deciso di 
considerarle entrambe. Qualitativamente le aspettative si formulano nei seguenti
termini:
 primariamente si formulano aspettative relative coinvolgendo, quando
possibile, settori che hanno valori di consensus (espressi in termini di
distacco dalla media) positivi con quelli che li hanno negativi,
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 si formulano aspettative assolute in tutti gli altri settori,
 non si formulano aspettative sui settori consigliati neutrali dal consensus;
5) quantitativamente le aspettative si formulano nei seguenti termini:
 i rendimenti introdotti sono calcolati come percentuale di quelli di
equilibrio,
 il coefficiente da applicare è ricavato dal distacco percentuale del valore di
consensus dala media generale, sotrato dela “franchigia” del 10%. 
2.4 Simulazione: gennaio 2005
Fissato il periodo zero al 01/01/2005 si procede alla creazione dei portafogli necessari
per l’esercizio37. Nella TABELLA 14 sono riportati i giudizi degli analisti alla vigilia della
suddetta data:
Tabella 14: Elaborazione delle Views al 03/01/2005
EOS - 21/12/2004 CONSENSUS DISTACCO
MEDIA
RATING EOS
Telefonici 1.25 -0.352 Overweight
Assicurativi 1.42 -0.264 Overweight
Media 1.50 -0.222 Overweight
Farmaceutici 1.50 -0.222 Overweight
Tecnologici 1.92 0.005 Neutral
Banche 1.92 0.005 Neutral
Auto 1.92 0.005 Neutral
Industriali 2.17 0.124 Underweight
Energetici 2.17 0.124 Underweight
Retail 2.17 0.124 Underweight
Materiali di base 2.33 0.209 Underweight
Utilities 2.33 0.209 Underweight
Largo consumo 2.50 0.295 Underweight
37 Si ricorda che il database utilizzato parte dal 04/01/1999.
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In base a quanto indicato si procede ad estrarre le aspettative dal consensus; il primo
passo consiste nel calcolare i rendimenti di equilibrio secondo la (1.4), dal momento che le
aspettative devono essere elaborate in funzione di questi. Nella TABELLA 15 si riportano i
rendimenti di partenza necessari alla costruzione dei portafogli;
Tabella 15: Rendimenti in Eccesso
SETTORI DJ STOXX 600 Historical Excess Returns Equilibrium Returns
Automobiles & parts -2.3472% 6.3904%
Banks -0.43416% 5.8947%
Basic Resources 2.6703% 4.9968%
Chemicals -1.873% 5.1618%
Construction & Materials 1.343% 4.0858%
Food & Beverage -5.9195% 3.253%
Financial Services -4.6828% 5.324%
Health Care -9.5833% 4.5109%
Industrial Goods & Services -8.5299% 4.464%
Insurance -14.539% 8.4642%
Media -13.447% 6.437%
Oil & Gas -3.0315% 5.1477%




Travel & Leisure -4.74% 5.0634%
Utilities -0.62441% 4.0758%
Il coefficiente di avversione al rischio λ è stato fissato pari a 3
I dati storici mostrano che un investitore in data 03/01/2005 si sarebbe trovato di fronte
a rendimenti in eccesso largamente negativi (in ben 15 settori su 18). In altre parole, complice
il ciclo economico fortemente sfavorevole, nel periodo 2/02/2002 –31/12/2004 i rendimenti
dei settori sono stati mediamente inferiori al rendimento privo di rischio.
Si provvede ora ad elaborare le aspettative:
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1) il setore Telecommunication è l’unico fra queli selezionati che è supportato da
previsioni al rialzo. In base a quanto stabilito lo si pone in aspettativa relativa con il
settore che, fra quelli selezionati, al contrario subisce la previsione peggiore;
Utilities. Al fine di calcolare la magnitudine di questa aspettativa si procede secondo
quanto detto in precedenza: il settore Telecommunication ha un distacco dalla media
del consensus di ben -35.2%, mentre il settore Utilities di 20.9%. Sottraendo la
“franchigia” del 10% ed applicando i coefficienti otenuti ai rendimenti in eccesso
dei rispettivi settori, si ricava una previsione al rialzo dello 6.3568%25.2% =
1.6019%38 per il settore Telecommunication, ed una previsione al ribasso dello
4.0758%10.9% = 0.44426% per il settore Utilities. Sommando l’efeto dei due 
fatori ai rispetivi rendimenti in eccesso si può riassumere l’aspetativa in questione 
nela seguente maniera: “Il setore Telecommunication avrà una sovraperformance
delo 4.32716% rispeto al setore Utilities”, 
2) non vi sono altri settori con previsioni al rialzo, non è quindi più possibile introdurre
aspettative relative. La seconda aspettativa sarà assoluta e coinvolgerà uno dei tre
settori di interesse cui il consensus prevede un ribasso; ad esempio Retail. Il distacco
dalla media del consensus di Retail è del 12.4%, il che conduce ad un ribasso
previsto del 4.6858%2.4% = 0.1125%. La seconda aspettativa assume così la
seguente forma: “Il setore Retail avrà un rendimento in eccesso ateso del 
4.5733%”,
3) l’aspetativa tre ricalca la precedente. Il setore il questione è Oil & Gas, ed il suo 
distacco dalla media del consensus è ancora del 12.4%. La terza aspettativa assume
così la seguente formulazione: “Il setore Oil & Gas avrà un rendimento in eccesso
ateso del 5.02415%”,
4) “Il setore Industrial Goods & Services avrà un rendimento in eccesso ateso del 
4.3568%”. 
Al fine di costruire i portafogli c) e d) bisogna ora inserire i rispettivi livelli di
confidenza. Nel primo si è optato per un livello medio basso, ottenibile ragionevolmente con
38 Notare che tutte le cifre sono considerate in valore assoluto
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un valore del 25% per l’aspetativa 1, e del 50% per le altre (più moderate). Nel secondo 
invece si è deciso di rafforzare la fiducia nel consensus, fissando al 50% la prima aspettativa
ed al 75% le altre.
Infine, l’ultimo portafoglio è costruito nela seguente maniera; le aspetative sono 
ricavate con una magnitudine esattamente uguale a quella riscontrata (ex-post) alla fine
del’orizzonte del’investimento, ed una confidenza media del 50%. 
Alla luce di quanto visto finora un investitore in data 03/01/2005 investirebbe nei
seguenti portafogli (TABELLA 16):
















Automobiles 29.376% 2.0132% 1.4739% 0.86024% 23.42%
Banks 1258.8% 21.311% 21.607% 21.942% 9.60%
Basic Resources 303.3% 2.5437% 2.3127% 2.0497% 11.72%
Chemicals 126.54% 2.4717% 2.4254% 2.3727% 4.31%
Construction 559.6% 2.3433% 3.8399% 5.5428% -57.06%
Food & Beverage -459.63% 5.326% 6.8581% 8.6015% -55.49%
Financial
Services 29.897% 2.2644% 3.3258% 4.5336% -39.87%
Health Care -350.96% 8.9408% 9.5801% 10.308% -16.43%
Industrial Gds &
Srv -1141.2% 5.9569% 5.7307% 3.8003% 48.49%
Insurance -585.55% 6.2276% 4.1724% 1.8338% 87.80%
Media -380.5% 3.0843% 2.4928% 1.8196% 26.56%
Oil & Gas -96.191% 10.368% 9.024% 8.852% 203.23%
Personal Goods 1013.6% 3.9464% 4.6032% 5.3506% -22.12%
Retail -456.76% 3.6378% 1.9246% 0.29041% -101.41%
Technology -125.46% 3.7933% 3.3379% 2.8198% 21.87%
Telecomm. 27.6785% 8.8925% 20.345% 32.947% -152.81%
Travel & Leisure 115.98% 1.7056% 1.3354% 0.91405% 16.40%
Utilities 231.46% 5.1728% -4.3882% -14.838% 91.80%
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In TABELLA 17 sono riportati i coefficienti di correlazione fra i portafogli trovati

























0.2052125 0.600534 0.951947 1
Correct Views
Portfolio
-0.1087512 0.1382769 -0.27431743 -0.44157973 1
I valori confermano quanto era logico supporre:
 il portafoglio storico evidenzia un basso grado di correlazione con tutti gli altri,
 i portafogli alla Black & Litterman mostrano alti livelli di correlazione con il
benchmark (quello con bassa confidenza ovviamente ha una correlazione maggiore),
 i portafogli alla Black & Litterman sono fortemente correlati fra loro,
 il portafoglio con le visioni corrette mostra una lieve correlazione positiva con il
benchmark ed al contrario una correlazione negativa con entrambi i portafogli alla
Black & Litterman. Questo fatto suggerisce che le aspettative introdotte non siano
corrette.
2.5 Simulazione: febbraio 2005
Alla fine del primo mese di investimento i portafogli hanno evidenziato le seguenti
performance (TABELLA 18):
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Tabella 18: Statistiche Gennaio 2005
Date: 03/01/2005 - 31/01/2005 Excess
Return
Variance Input Output
Historical Portfolio -4,26% 36.4393 10000€ 9574€
Benchmark Portfolio 2,11% 0.22431 10000€ 10211€
Weak Consensus Portfolio 1,82% 0.24094 10000€ 10182€
Strong Consensus Portfolio 1,49% 0.26206 10000€ 10149€
Correct Views Portfolio 6.47% 2.4929 10000€ 10647€
I rendimenti in eccesso riportati in tabella sono su base mensile. Le varianze sono calcolate su base giornaliera
nel solo periodo di riferimento.
La TABELLA 18 mostra chiaramente come il portafoglio storico non regga il confronto
con queli basati sul’approccio di equilibrio, né in termini di rendimento, né in termini di
varianza.
Giunti a questo punto si procede nella strategia di rolling, rivedendo la composizione del
solo portafoglio storico. Tuti gli altri rimangono invariati dal momento né l’indice di 
mercato, né le aspettative, hanno subito alcuna mutazione. Il nuovo portafoglio storico
assume la seguente composizione (TABELLA 19):
Tabella 19: Historical Portfolio al 31/01/2005






Food & Beverage -483.92%
Financial Services -1.488%
Health Care -393.5%
Industrial Gds & Srv -1046.1%
Insurance -565.49%
Media -354%
Oil & Gas -54.629%
Personal Goods 925.28%





Travel & Leisure 119.75%
Utilities 256.79%
La correlazione fra questo portafoglio e quello storico del periodo precedente è
comunque molto alta (0.9969937). Alla fine del secondo mese di investimento si ottengono i
seguenti risultati (TABELLA 20):
Tabella 20: Statistiche Febbraio 2005
Date: 01/02/2005 - 28/02/2005 Excess
Return
Variance Input Output
Historical Portaolio -4.119% 136.3682 9574€ 9180€
Benchmark Portfolio 2.71% 0.2694 10211€ 10488€
Weak Consensus Portfolio 2.44% 0.2733 10182€ 10430€
Strong Consensus Portfolio 2.2% 0.3001 10149€ 10372€
Correct Views Portfolio 19.81% 4.204 10647€ 12756€
2.6 Simulazione: aprile 2005
Alla fine del primo trimestre il benchmark è cambiato, e con esso vengono rivisti anche
gli altri portafogli. Le views invece rimangono esattamente le stesse. I portafogli assumono
ora la seguente composizione (TABELLA 21). Il portafoglio storico continua ad essere molto
volatile, mentre gli altri si assestano attorno a quello di riferimento senza evidenziare brusche
variazioni dale rispetive precedenti versioni (il coefficiente di correlazione fra l’atuale 
Weak Consensus Portfolio e quello del 03/01/2005 è ben dello 0.97863. Stesso discorso per lo
Strong Consensus Portfolio, che evidenzia un coefficiente di 0.9858041).
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Automobiles 39.525% 2.037% 2.0258% 1.521% 24.23%
Banks 1074% 20.915% 20.92% 21.145% 11%
Basic Resources 306.92% 2.663% 2.6583% 2.4647% 11.18%
Chemicals 159.55% 2.55% 2.5498% 2.5302% 3.41%
Construction 519.15% 2.26% 2.2904% 3.6566% -57.81%
Food & Beverage -365.93% 5.516% 5.5517% 7.1245% -63.63%
Financial Services -40.898% 2.211% 2.2334% 3.2342% -41.79%
Health Care -376.48% 8.729% 8.745% 9.4414% -21.89%
Industrial Gds & Srv -954.94% 6.272% 5.4514% 3.2339% 49.76%
Insurance -487.94% 6.364% 6.3199% 4.3578% 92.63%
Media -325.02% 3.257% 3.2439% 2.6481% 29.45%
Oil & Gas 15.568% 11.027% 11.465% 11.564% 213.49%
Personal Goods 1003.5% 3.967% 3.9818% 4.6237% -24.26%
Retail -464.51% 3.681% 3.9949% 3.0681% -108.38%
Technology -171.46% 3.582% 3.5716% 3.1279% 23.09%
Telecommunications 0.779% 8.038% 20.816% 34.575% -160.27%
Travel & Leisure 97.273% 1.681% 1.6728% 1.3274% 16.87%
Utilities 70.859% 5.25% -7.4915% -19.644% 102.94%
In TABELLA 22 i risultati del mese di aprile:




Historical Portfolio -27.23% 52.3791 4981€ 3624€
Benchmark Portfolio -2.51% 0.5384 10387€ 10126€
Weak Consensus Portfolio -3.09% 0.5322 10328€ 10008€
Strong Consensus Portfolio -3.4% 0.5194 10265€ 9916€
Correct Views Portfolio -3.85% 4.9063 12499€ 12018€
2.7 Simulazione: agosto 2005 Federico Casciari
68
2.7 Simulazione: agosto 2005
Giunti ad un terzo del’orizzonte di investimentoi principali risultati ottenuti sono
riportati in TABELLA 23:




Historical Portfolio -21.12% 55.82914 26.006 -0.00378
Benchmark Portfolio 12.18% 0.31454 0.002 0.387232
Weak Consensus Portfolio 10.87% 0.32406 0.004 0.335432
Strong Consensus Portfolio 9.79% 0.34118 0.009 0.286945
Correct Views Portfolio 61.69% 4.943 0.618 0.124803
La varianza riportata in tabella è una semplice media aritmetica delle varianze riportate dai portafogli mese dopo
mese. Il termine Dispersione indica qui la media delle dispersioni mostrate dai portafogli mese dopo mese. La
dispersione di un singolo periodo è calcolata come varianza dei pesi attorno alla loro media.
Sulla base di tali valori alcune osservazioni posso essere fatte. Innanzitutto spicca fra
tute l’estrema volatilità del portafoglio storico: aroccato costantemente su posizioni estreme, 
molto mutevole di periodo in periodo, assolutamente non competitivo con gli altri in termini
di rischio e rendimento. Il portafoglio di mercato è quello che ha ottenuto la performance
migliore sia in termini di rendimento che di rischio: inoltre è quello meno volatile.
La performance del portafoglio con basso grado di fiducia nelle views segue a ruota
quella del benchmark, e supera quella del portafoglio con maggiore confidenza. Questo fatto è
dovuto semplicemente alla erroneità delle aspettative introdotte dal consensus: il settore
Telecommunication, su cui tanto si era puntato, ha effettivamente ottenuto durante il periodo
un rialzo in eccesso39 del 1.06% (ossia in linea con quello previsto), ma dal canto suo è stato
un errore metterlo in relazione con il settore Utilities, dato al ribasso ed invece passato da
274.03 a 309.97 godendo di un rialzo in eccesso di ben 11.89%. Gli altri tre settori su cui si
sono espresse aspettative al ribasso hanno ulteriormente frenato il rendimento dei portafogli
alla Black & Litterman godendo, tutti e tre, di rialzi in eccesso notevoli (Retail + 2.09%, Oil
& Gas + 25.93%, Industrial Goods & Services + 13.96%).
Infine l’ultimo portafoglio mostra, come era logico atendersi, un rendimento molto 
maggiore rispetto agli altri, accompagnata però da una varianza nel’ordine dele dieci volte 
39 Tali rendimenti non sono annualizzati sono in eccesso sul risk free.
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più grande. Questi risultati suggeriscono che il metodo Black & Litterman permette, a chi è in
possesso di informazioni adeguate, di trarre grandi profitti senza esporsi eccessivamente sul
mercato. L’altro lato dela medaglia consiste in una varianza maggiore, dovuta 
al’introduzione di aspetative molto forti in termini di magnitudine e completamente slegate 
ai rendimenti di equilibrio. Giova ricordare che tutti i portafogli presi in considerazione in
questo breve riassunto divergono fra loro soltanto nei settori oggetto di aspettative.
Arrivati alla fine di luglio 2005 si decide di modificare le aspettative di consensus
seguendo il seguente resoconto (TABELLA 24):
Tabella 24: Elaborazione delle Views al 31/07/2005
EOS - 31/07/2005 CONSENSUS DISTACCO
MEDIA
RATING EOS
Telefonici 1.10 -0.441 Overweight
Assicurativi 1.30 -0.340 Overweight
Farmaceutici 1.50 -0.238 Overweight
Media 1.50 -0.238 Overweight
Energetici 2.00 0.016 Neutral
Auto 2.00 0.016 Neutral
Tecnologici 2.10 0.066 Neutral
Retail 2.20 0.117 Neutral
Materiali di base 2.20 0.117 Neutral
Industriali 2.30 0.168 Underweight
Banche 2.30 0.168 Underweight
Utilities 2.50 0.270 Underweight
Largo consumo 2.60 0.320 Underweight
In base a quanto detto in precedenza le aspettative formulate sono tre:
1) “Il setore Telecommunication avrà una sovraperformance di 3.1105% rispetto al
setore Utilities”
2) “Il setore Banks avrà un rendimento in eccesso ateso di 4.7151%”
3) “Il setore Industrial Goods & Services avrà un rendimento in eccesso di 3.6169%”
Ed i rispettivi portafogli sono riportati in TABELLA 25:
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Automobiles 109.7% 1.981% 1.305% 0.775% 22.31%
Banks 951.48% 20.683% 17.895% 15.408% 48.49%
Basic Resources 301.77% 2.561% 2.354% 2.192% 8.78%
Chemicals 54.526% 2.42% 2.450% 2.473% 1.52%
Construction 672.61% 2.366% 4.154% 5.555% -51.38%
Food & Beverage -377.65% 5.45% 7.673% 9.414% -61.38%
Financial Services 186.27% 2.308% 3.658% 4.716% -38.27%
Health Care -223.67% 9.247% 10.208% 10.96% -19.63%
Industrial Gds & Srv -983.17% 6.123% 5.789% 5.832% 72.14%
Insurance -514.75% 6.027% 3.325% 1.208% 87.26%
Media -420.41% 3.212% 2.476% 1.9% 25.34%
Oil & Gas 68.813% 11.557% 10.814% 10.233% 33.88%
Personal Goods 958.83% 3.931% 4.667% 5.243% -18.17%
Retail -730.31% 3.494% 3.618% 3.715% -0.23%
Technology -102.74% 3.749% 3.184% 2.742% 20.73%
Telecommunications -34.778% 7.67% 15.91% 25.28% -253.32%
Travel & Leisure 85.685% 1.64% 1.155% 0.774% 16.23%
Utilities 97.803% 5.581% -0.634% -8.418% 205.72%
Le performance dei vari portafogli nel mese di agosto sono in TABELLA 26:




Historical Portfolio 18.27% 52.9179 7888€ 9329€
Benchmark Portfolio -0.2% 0.2864 11218€ 11196€
Weak Consensus Portfolio -0.13% 0.2758 11087€ 11073€
Strong Consensus Portfolio -0.11% 0.2750 10979€ 10967€
Correct Views Portfolio -1.03% 3.2282 16169€ 16003€
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2.8 Simulazione: dicembre 2005
Le performance del mese di dicembre sono riportate in TABELLA 27:
Tabella 27: Statistiche di Dicembre 2005
Mentre in TABELLA 28 vi sono le statistiche del periodo gennaio 2005 - luglio 2005
relative a tutti e cinque i portafogli:




Historical Portfolio 38.09% 60.1938 26.001 0.006328
Benchmark Portfolio 20.94% 0.3484 0.002 0.601033
Weak Consensus Portfolio 17.98% 0.3514 0.003 0.511668
Strong Consensus Portfolio 15.08% 0.3639 0.008 0.4144
Correct Views Portfolio 154.77% 5.0286 0.6812 0.30778
Giunti a due terzi del’orizzonte di investimento la situazione che si va delineando è
riassumibile nei seguenti punti:
 il portafoglio costruito ex-post gode di rendimenti stratosferici (154.77%)
confermando la potenza del metodo Black & Litterman nel trasformare in realtà le
aspettative (corrette) degli operatori;
 il portafoglio storico si propone di seguito come quello maggiormente redditizio,
ribaltando completamente la situazione evidenziata al mese di luglio. Il suo alto
rendimento è tutavia inficiato da una varianza nel’ordine dele 100 volte quele




Historical Portfolio 5.35% 42.0476 13108€ 13809€
Benchmark Portfolio 3.26% 0.2446 11712€ 12094€
Weak Consensus Portfolio 2.92% 0.2137 11463€ 11798€
Strong Consensus Portfolio 2.55% 0.1930 11222€ 11508€
Correct Views Portfolio 15.07% 7.1236 22141€ 25477€
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l’afidabilità (basti pensare che è stato capace di otenere un rendimento del 72.27% 
nel mese di settembre seguito da uno del 45.23% nel mese di ottobre);
 la varianza del portafoglio storico è cresciuta sensibilmente durante il secondo
semestre di investimento;
 fra gli altri portafogli quello che replica il benchamrk rimane quello più conveniente
(ha un rendimento maggiore accompagnato da una varianza leggermente più
contenuta);
 i risultati del secondo semestre di investimento hanno ulteriormente rafforzato il
portafoglio benchmark a scapito degli altri (+ 7.8% del portafoglio benchmark, che
passa da 11218€ a 12094€, contro + 6.41% e + 4.81% rispettivamente del
portafoglio con le aspettative più deboli e quello con le aspettative più forti);
 i motivi di tale differenza sono da ricercare nelle performance dei settori oggetto di
views: il setore Telecommunication, l’unico previsto al rialzo, ha perso ben il 5.29% 
nel secondo semestre del 2005. Al contrario, i settori previsti al ribasso hanno
usufruito durante il secondo semestre di rialzi particolarmente pronunciati, a partire
dal settore industriale (+ 13.73%), a quello delle Utilities (11.07%), fino a quello
bancario (+ 10.93%). Ancora una volta le aspettative introdotte si sono rivelate
infondate ed hanno penalizzato i portafogli alla Black & Litterman;
 la varianza di tale portafoglio rimane molto alta se paragonata a quella mostrata
dagli altri portafogli (escluso quello storico).
2.9 Simulazione: gennaio 2006
A fine dicembre 2005 cambia il benchmark nonché le aspettative di consensus, secondo
il seguente schema (TABELLA 29):
Tabella 29:Elaborazione delle Views al 31/12/2005
EOS - 31/12/2005 CONSENSUS DISTACCO MEDIA RATING EOS
Telefonici 1.33 -0.316 Overweight
Assicurativi 1.33 -0.316 Overweight
Farmaceutici 1.42 -0.269 Overweight
Media 1.50 -0.228 Overweight
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Energetici 1.67 -0.141 Overweight
Banche 1.92 -0.012 Neutral
Materiali di base 2.00 0.029 Neutral
Tecnologici 2.17 0.117 Underweight
Industriali 2.17 0.117 Underweight
Auto 2.25 0.158 Underweight
Largo consumo 2.33 0.199 Underweight
Retail 2.50 0.287 Underweight
Utilities 2.67 0.374 Underweight
Le aspettative assumono quindi la seguente forma:
1) Il settore Telecommunication avrà una sovraperformance del 3.4267% rispetto al
settore Utilities.
2) Il settore Oil & Gas avrà una sovraperformance del 1.3257% rispetto al settore
Retail.
3) Il settore Automobiles avrà un rendimento in eccesso atteso di 4.7755%.
4) Il settore Industrial Goods & Services avrà un rendimento in eccesso atteso di
3.5437%.
5) Il settore Technology avrà un rendimento in eccesso atteso di 6.5343%.
I portafogli ottenuti sono i seguenti (TABELLA 30):
















Automobiles -14.438% 1.99% -0.4985% -2.5833% 11.73%
Banks 973.7% 21.27% 20.702% 20.991% 16.06%
Basic Resources 413.86% 3.24% 2.8391% 2.6693% 5.56%
Chemicals 95.307% 2.60% 2.4812% 2.4345% 3.23%
Construction 523.34% 2.31% 3.4882% 4.7411% -16.59%
Food & Beverage -413.05% 5.35% 6.8076% 8.3102% -17.27%
Financial Services 271.65% 2.54% 3.1328% 3.9371% -9.76%
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Health Care -187.29% 9.38% 9.9045% 10.61% -1.4%
Industrial Gds & Srv -839.24% 6.67% 7.3377% 8.3573% 63.74%
Insurance -417.87% 6.80% 4.5492% 2.7454% 33.45%
Media -493.34% 3.06% 2.7114% 2.2391% 10.28%
Oil & Gas -70.09% 9.61% 16.9% 24.897% -75.7%
Personal Goods 1145.8% 4.02% 4.2563% 4.7322% -3.37%
Retail -844.14% 3.23% -3.0433% -11.335% 94.28%
Technology -108.8% 3.71% 2.5082% 0.278% -13.31%
Telecommunications -174.65% 6.84% 19.21% 33.389% -207.54%
Travel & Leisure 57.244% 1.71% 1.3192% 1.0187% 6.13%
Utilities 182.01% 5.67% -4.6056% -17.432% 200.48%
I risultati dei portafogli nel mese di gennaio 2006 sono riportati in TABELLA 31:




Historical Portfolio 114.07% 100.2758 13809€ 29561€
Benchmark Portfolio 3.35% 0.3998 12094€ 12500€
Weak Consensus Portfolio 2.59% 0.4109 11798€ 12103€
Strong Consensus Portfolio 1.77% 0.4724 11508€ 11712€
Correct Views Portfolio 20.23% 4.9909 25477€ 30631€
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2.10 Simulazione: giugno 2006
L’ultimo mese di investimento ha prodoto i seguenti risultati:
Tabella 32: Statistiche di Giugno 2006
2.11 Simulazione: resoconto finale
La tabella conclusiva del periodo di simulazione è la seguente (TABELLA 33):




Historical Portfolio 116.46% 114.3175 26.73 0.010187
Benchmark Portfolio 23.8% 0.5186 0.002 0.458928
Weak Consensus Portfolio 18.28% 0.5211 0.004 0.350796
Strong Consensus Portfolio 13.08% 0.5529 0.009 0.236571
Correct Views Portfolio 240.38% 5.0777 0.6464 0.473403
I risultati della simulazione possono essere riassunti nei seguenti punti:
 il benchmark Portfolio ha un rapporto rendimento/varianza di 0.4589. Il Weak
Consensus Portfolio di 0.3507. Il Strong Consensus Portfolio di 0.2365,
 il benchmark batte i due portafogli alla Black & Litterman sia in termini di
rendimento che di volatilità. Il primo elemento affonda le proprie ragioni nelle
aspettative introdotte, le quali si sono rivelate per lo più errate e controtendenza. Il




Historical Portfolio -15.42% 243.4335 25592€ 21646€
Benchmark Portfolio 0.31% 1.6221 12314€ 12380
Weak Consensus Portfolio -0.11% 1.6280 11841€ 11828€
Strong Consensus Portfolio -0.60% 1.7091 11376€ 11308€
Correct Views Portfolio 7,19% 2,5513 31756€ 34038€
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tendenza dei portafogli alla Black & Litterman ad essere più volatili quanto più forti
(in termini di confidenza) sono le aspettative introdotte,
 il portafoglio costruito ex-post conferma ed amplia quanto appena detto:
introducendo aspettative più marcate (anche in termini di magnitudine) si ottengono
portafogli decisamente più volatili e dispersi rispetto a quelli originari,
 il portafoglio costruito ex-post dimostra inoltre che il modello di Black & Litterman
è un arma efficace nelle mani di operatori con aspettative esatte in quanto permette
loro una gestione di portafoglio redditizia con un rischio adeguato. Lo standard di
rendimento mostrato è gigantesco (nel’ordine dele cento volte quelo degli altri 
portafogli), ed anche se la sua volatilità è cresciuta di pari passo il rapporto
rendimento/varianza è il più alto rilevato in questo esercizio (0.4734),
 l’introduzione di tale portafoglio in questo esercizio è servita a chiarire alcuni 
meccanismi del modello, primo fra tutti la relazione crescente fra magnitudine delle
views e volatilità,
 ancora, l’alto ratio rendimento/varianza rende l’utilizzo di Black & Litterman
preferibile anche a chi è in possesso di informazioni “sicure” (tipicamente insider):
un investitore in possesso delle medesime informazioni sicure utilizzate per costruire
il portafoglio ex-post40 che avesse, ad ogni data di consenus, dirottato il proprio
capitale sui soli settori più redditizi avrebbe ottenuto un rendimento complessivo
decisamente inferiore (65.44%) ed una varianza al contrario superiore. Questo
risultato dipende dai forti rialzi goduti in linea generale da tutti i settori del Dj stoxx
600,
 il portafoglio storico è decisamente quello meno consigliabile ad un investitore
avverso al rischio; il rendimento molto alto (116.46%) nasconde seri indici di
instabilità,
 innanzitutto la varianza, la quale risulta talmente alta da condurre il metodo storico
ad un rapporto rendimento/varianza che è di gran lunga il più basso del’esercizio: 
0.0102,
 anche il livello di dispersione attorno alla media è il più alto, fatto che deriva
dal’estremità di tali portafogli, ricchi di posizioni scoperte e di posizioni superiori al 
100%,
40 E quindi, ad ogni data di consensus, in possesso di informazioni relative al’esato rendimento futuro di 5-7
settori.
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 infine, il metodo storico è sicuramente quello più mutevole nel tempo: da un periodo
al’altro è infati lecito atendersi portafogli completamenti diversi.



























































Nel presente lavoro si è analizzato il modello di Asset Allocation proposto nel 1992
dagli studiosi Fisher Black e Robert Litterman, soffermandosi specialmente sulle sue basi
teoriche, sui suoi meccanismi di ottimizzazione e, grazie ad una simulazione di mercato, sui
suoi punti di forza e sui suoi limiti applicativi.
Il primo capitolo ha dapprima presentato gli approcci classici (Markowitz) al problema
delle scelte di portafoglio, evidenziandone ben presto tutta una serie di difficoltà pratiche che
ne hanno fortemente limitato l’utilizzo, almeno in ambito professionale(paragrafi 1 e 2). Un
semplice esempio numerico (paragrafo 4) ha difatti evidenziato la tendenza di tali approcci a
generare portafogli slegati dal’equilibrio delmercato ed al contempo ricchi di posizioni
scoperte (oppure, in presenza di vincoli di positività, nulle), qualità assolutamente sgradite ad
ogni operatore finanziario.
Il primo capitolo prosegue introducendo il modello di Black & Litterman così come
proposto per la prima volta dai due autori nel lavoro originale (paragrafi 6 e 7) salvo poi
rivederlo alla luce di alcuni importanti contributi letterari offerti dallo stesso Litterman e da
autori come He, Satchell, Scowcroft e Idzorek (paragrafi 8, 9 e 10).
Si è visto come il modello di Black & Litterman si basi sul’otimizzazione tradizionale 
del trade-off media-varianza pur partendo da un presupposto innovativo e riassumibile nei
seguenti due punti:
1) esiste una distribuzione dei rendimenti attesi definita di equilibrio in quanto ricavata
dal mercato ed uguale per tutti gli investitori (il cosiddetto approccio di equilibrio,
paragrafo 3),
2) esiste una distribuzione dei rendimenti attesi che rispecchia le aspettative
del’investitore.
Alla luce di quanto appena detto Black & Litterman ipotizzano che ogni operatore
finanziario sia in possesso di due distinte distribuzioni di probabilità in merito ai rendimenti
attesi del proprio universo investibile, ognuna con una propria media ed una propria matrice
di covarianza. La proposta dei due studiosi è quella di calcolare una distribuzione riassuntiva
delle due preesistenti (chiamata distribuzione combinata), ottenuta come distribuzione
condizionale dele aspetative del’operatore dati i rendimenti di equilibrio del mercato. La
base matematica di tale approccio è il modello di Bayes (Appendice D).
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In generale il primo capitolo ha posto l’accento sui veri punti di forza del modello di
Black & Litterman: la capacità di gestire portafogli ottimi costruiti attorno ad un predefinito
centro di gravità (benchmark ovvero gli output altri modelli di equilibrio), e la possibilità data
al soggetto decisore di esprimere proprie aspettative anche solo su alcuni assets, lasciando gli
altri al’equilibrio del mercato(paragrafo 12). Questo aspetto del modello diviene una grande
qualità dal momento che tali aspettative possono essere elaborate dai soggetti decisori
direttamente in termini di rendimento e con un livello di fiducia che spazia in un intuivo
intervallo da zero (fiducia nulla nella view, ossiamassima fiducia nel’equilibrio del mercato)
a cento (massima fiducia nella view).
Nel secondo capitolo è stata presentata una simulazione di mercato, effettuata ai soli fini
di testare operativamente le qualità del modello di Black & Litterman. Tale simulazione copre
un periodo temporale di un anno e mezzo (da gennaio 2005 a giugno 2006), ha ad oggetto i
macrosettori del DJ stoxx 600 e consiste in un confronto delle performance evidenziate da ben
cinque portafogli:
a) applicando Markowitz ai rendimenti storici,
b) replicando il Benchmark,
c) usando Black & Litterman con aspettative di mercato e bassa confidenza,
d) usando Black & Litterman con aspettative di mercato ed alta confidenza,
e) usando Black & Litterman con aspettative“esate” riscontrateex-post.
.
Al fine di ridure il più possibile l’arbitrarietà dele aspetative si è ricorsi al’utilizzo di 
un consensus sui macrosettori del DJ stoxx 600, ottenuto come media delle aspettative di
diverse centinaia di analisti finanziari. Quanto previsto dai consensus al’epoca dela 
simulazione può con buona approssimazione essere considerato il giudizio del mercato stesso,
ossia ciò che più si addice alla natura del presente esercizio simulativo.
Prima di poter trarre conclusioni in merito al modello stesso, occorre fare alcune
doverose puntualizzazioni sulla simulazione effettuata:
1) il primo punto da tenere in considerazione è l’ambito diapplicazione che il modello
trova nel presente lavoro, sia in merito al periodo storico oggetto della simulazione
che in merito al’indice indagato. Tale ambito è per forza di cose restrittivo e
limitato: il campione utilizzato potrebbe infatti essere di per se inefficiente per
questo tipo di simulazione e non riflettere un portafoglio di equilibrio. Rimane
inoltre inteso che utilizzando altri indici sarebbe possibile ottenere risultati
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differenti, anche considerando il medesimo intervallo temporale, così come sarebbe
possibile ottenere risultati differenti prendendo in analisi la stessa serie (i
macrosettori del DJ stoxx 600) ma con periodi di simulazione differenti;
2) il secondo elemento da tenere in considerazione è la grande importanza che il
consensus gioca nel’ambito dei portafogli ala Black & Litterman, e
contemporaneamente il suo carattere soggettivo ed arbitrario: il consensus utilizzato,
seppur molto ampio, potrebbe non essere necessariamente quello che meglio
rappresentava le aspettative del mercato al periodo della simulazione. Ancora,
cambiando consensus oppure cambiando i macrosettori considerati sensibili ad
aspettative (si ricorda che nella simulazione si sono prese in considerazione
aspettative di consensus su solo 8 dei 18 macrosettori che compongono il DJ stoxx
600) è possibile ottenere risultati diversi da queli evidenziati dal’esercizio.
Esaminando i risultati ottenuti con la simulazione, la cosa che maggiormente risalta è
come il Benchmark di mercato offra un rapporto rendimento/rischio sensibilmente migliore
rispetto ai portafogli alla Black & Litterman, fatto dovuto al’eroneità dele aspetative 
utilizzate. Questa relazione induce inevitabilmente a riflettere.
Al di là delle indubbie qualità che il modello in questione offre a chi è in possesso di
aspettative corrette, e fatta salva la possibilità che un investitore possa effettivamente
utilizzarlo sempre e solo in tale maniera, pare ora interessante cercare di valutare, anche alla
luce dei risultati ottenuti, l’utilità pratica di tale modello. Le domande cui si cerca di
rispondere sono le seguenti: in un ottica di lungo periodo, tipica dei fondi e delle gestioni
collettive, il modello di Black & Litterman evidenzia performance più efficienti in termini di
rendimento e di rischio rispetto ad altri approcci di Asset Allocation? Ancora, secondo quali
schemi il modello in questione offre maggiore efficienza, con particolar riferimento alla scelta
delle aspettative che lo alimentano?
Le risposte a tali domande non possono essere oggettive né univoche, tuttavia è
possibile fare alcune considerazioni di carattere generale:
 investire in portafogli che ricalcano i benchmark di mercato è la soluzione che più
dele altre limita l’esposizione a rischi di scenario, come evidenziato dalla simulazione
del capitolo 2. Questa alternativa si presta dunque a tutti quegli operatori




 l’alta performance del portafoglio costruito ex-post suggerisce che ad un ipotetico
investitore in possesso di aspettative sicure41 convenga usare Black & Litterman
piuttosto che una strategia basata sulla singola esposizione (lunga o corta) sugli assets
oggetto di tali aspettative. Nella simulazione si nota che il modello riduce
notevolmente la rischiosità rispeto al’ipotesi alternativapur godendo di rendimenti
più alti (240.38% contro 65.44% nel’intero periodo),
 investire in portafogli alla Black & Litterman sulla base di proprie aspettative rischia,
nel lungo periodo, di appesantire l’esposizione del’investitore. Pare infatti quanto
meno improbabile che un qualunque operatore finanziario (anche nella qualità di
insider) possa godere di aspettative personali corrette per un periodo temporale lungo
e per un set di investimento ampio, vale a dire sia in grado di battere costantemente il
mercato: questa  constatazione potrebbe solevare alcuni dubbi in merito al’utilizzo 
sistematico del modello di Black & Litterman, anche se la magnitudine ed il livello di
confidenza delle views espresse rappresentano ottimi strumenti di controllo del rischio,
 il modo migliore di utilizzare regolarmente Black & Litterman sembra essere quello di
ricorrere ad aspettative di consensus, evitando di assumersi rischi in prima persona ed
al contempo sfruttando l’informazione posseduta dal mercato. Anche in quest’ultima 
ipotesi tuttavia alcune puntualizzazioni sono doverose:
a) la simulazione sembra suggerire il fatto che, generalmente, nei periodi nei quali il
mercato si trova in posizioni estreme (caratterizzato da bassissima o al contrario da
altissima volatilità), l’utilizzo di aspetative di consensus rischia di ridurre
considerevolmente le potenzialità offerte dal modello di Black & Litterman;
b) nei periodi di mercato particolarmente tranquillo e caratterizzato da bassa
volatilità, gli analisti (le cui aspettative sono sintetizzate dai consensus) tendono a
non volersi assumere rischi di scenario e rimangono prudenti nelle proprie
aspetative, adatandosi al’andamento blando e contenuto dei corsi azionari.In un
periodo di relativa normalità infatti i rendimenti dei titoli tenderanno a seguire
determinati andamenti di equilibrio (tasso risk free + rendimento autonomo) e
saranno in una certa misura prevedibili ex-ante dal’intero mercato; dentro tali
condizioni gli analisti sono incentivati a non assumersi il rischio di formulare
aspettative che si allontanano dalle previsioni neutrali del mercato. Nel periodo
oggetto della simulazione la volatilità è stata molto bassa e tutti gli assets hanno
41 La situazione qui descritta è puramente teorica, eccezion fatta per i casi di insider.
CONCLUSIONE Federico Casciari
82
goduto pressoché costantemente di sensibili rialzi, e tuttavia le aspettative degli
analisti non hanno premiato la costanza di tali performance, rimanendo
eccessivamente legate a previsioni prudenziali. Questo atteggiamento poco
coraggioso dei consensus genera portafogli fortemente legati a quelli del
benchmark frustrando le ampie potenzialità offerte dai portafogli alla Black &
Litterman. A sua volta questo sostanziale allineamento è in grado di produrre sia
portafogli che battono il benchmark, sia portafogli che non lo battono (cosa che
peraltro si riscontra nella presente simulazione), ma vincola in ogni caso la
differenza fra le performance dei due ad essere molto ridotta e contenuta (tracking
error contenuto, qualità e pesi simili al bench, effetti imitativi);
c) l’ateggiamento prudenziale degli analisti si accentua in caso di mercato irrequieto
e caratterizzato da alte volatilità. In tali condizioni infatti ogni previsione è per
forza di cose estremamente difficile ed azzardata (ad ogni previsione sarà pertanto
attribuita bassa probabilità avvicinando il portafoglio Black & Litterman al
benchmark), fatto che frena ogni tentativo perseguire ipotesi dissimili, avvicinando
ulteriormente la composizione e le performance dei portafogli alla Black &
Litterman a quella del benchmark di mercato;
d) in particolar modo al’indomani di periodi borsistici turbolenti, caraterizzati da 
incertezza e volatilità, il modello di Black & Litterman tenderà ad ancorare i propri
portafogli a ragionevoli principi prudenziali. Non a caso le aspettative di
consensus utilizzate nella presente simulazione sono state particolarmente prudenti
rispetto alle potenzialità del mercato, sicuramente influenzate dalle ferite della
recessione del 2000-2001, e proprio questo atteggiamento diffidente degli analisti
si è ripercosso in maniera negativa sui portafogli alla Black & Litterman.
Soprattutto nel biennio immediatamente seguente quello citato gli analisti
ritenevano verosimile il realizzarsi di un andamento “normale” dei mercati 
azionari, caratterizzato da performance contenute e da bassa rotazione settoriale,
un quadro che non consigliava certamente un’assunzione esplicita di rischi di 
scenario. Un portafoglio ampiamente bilanciato, composto da un mix di azioni,
obbligazioni e liquidità pari a quello medio di mercato (di solito paragonato a
quello dei fondi pensione americani, nelle proporzioni 55% azioni, 40%
obbligazioni e 5% liquidità) avrebbe verosimilmente realizzato una performance
comunque pari a quella attesa;
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e) il modello di Black e Literman si mostra particolarmente adatto ad essere utilizzato
nei periodi di moderata turbolenza dei mercati, soprattutto in presenza di
rendimenti e politiche di dividendi che godono di alta visibilità. In queste
condizioni infatti il mercato offre agli operatori ampie potenzialità di previsione
efficacemente sfruttabili attraverso il modello in questione;
f) il modello di Black e Litterman è un modello empirico, che nasce e si sviluppa per
risolvere un problema vero (quelo del’Asset Allocation strategica) in un mercato
altamente concorrenziale (quello del risparmio gestito), caratterizzato da diversi
livelli di avversione al rischio degli investitori e dalla ricerca da parte degli
specialisti di prodotti e strumenti finanziari che in ogni momento storico possano
garantire valore agli investitori (ritorni sul capitale ai propri azionisti) in un
contesto di rischio controllato. Ebbene, in tale contesto le più grandi banche
d’afari del mondo hanno sviluppato modeli “proprietari” simili a quelo di Black 
& Litterman, che in prima approssimazione sembrano funzionare bene: numerosi
studi proposti ne enfatizzano pertanto la redditività e l’eficienza. La simulazione
condotta in questo lavoro sembra in apparenza smentire questi risultati, mostrando
almeno un caso nel quale Black & Litterman non riesce a battere il mercato. Si è
più volte evidenziato che i risultati del modello possono essere estremamente
sensibili ale “condizioni di partenza”, in questo caso ale aspetative che si 
utilizzano come view al fine di modificare la composizione del portafoglio rispetto
a quelo di equilibrio. Va considerato, pertanto, che le più grandi banche d’afari, e 
principalmente quelle americane, in quanto leader in numerosi segmenti di
mercato (il mercato dei cambi, il mercato delle emissioni corporate ed emerging
countries, il mercato delle IPO, i mercati dei derivati ecc.) sono in grado, almeno
in parte, di influire sulle aspettative grazie alla ritenuta affidabilità dei propri
giudizi (corroborati dalla presenza massiccia di analisti specializzati nelle loro
strutture) ed ai comportamenti agiti, di solito visibili agli altri operatori di mercato
mediante l’accesso ale medesime piataforme di scambio (la microstrutura dei 
mercati). Se queste banche d’afari pertanto esprimono aspetative, queste 
rappresentano di fato il comportamento effetivo dela banca d’afari e 
contribuiscono a delineare per ciò stesso tendenze prevalenti al’interno dei 
mercati finanziari (per via dei cosiddetti effetti gregge), specie in quei mercati o
segmenti di essi in cui il potere di influenza può essere più forte (il mercato dei
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cambi è uno di questi, ma anche il Nasdaq, un circuito interamente OTC, in cui il
ruolo del market maker è determinante per guidare le tendenze dei valori azionari).
Per questo motivo i portafogli espressi da queste istituzioni, basati su modelli alla
Black & Litterman, possono da loro stesse essere implementati con aspettative che
si autorealizzano, esaltando così in maniera piena le potenzialità offerte da tali
modelli, una conclusione che certo può stonare rispetto alle ipotesi di efficienza
dei mercati, ma che identifica un dato di fatto.
Per concludere, il giudizio riportato da chi scrive sul modello di Black & Litterman è
ampiamente positivo nonostante l’esito dela simulazione: esso si propone rispettivamente
come un’arma in più nele mani degli agenti finanziari meglio informati e come un valido
strumento di Asset Allocation per tutti coloro che si affidano alle aspettative del mercato senza
rinunciare ad esprimerne di proprie quando accompagnate da un debito margine di fiducia.
L’approccio dei due studiosi ofre infine un ulteriore possibilità: scommetere su 
determinati assets godendo al contempo di una copertura adeguata e strettamente legata agli
equilibri del mercato.
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APPENDICE A
In TABELLA 34 sono riportati i valori statistici delle popolazioni di rendimenti in
eccesso utilizzati per gli esercizi dei capitoli (1.4) e (1.12). Il periodo riportato va dal
02/01/2002 al 30/06/2006:








-0.67% 2.5643 0.0429 5.9467
Banks 4.29% 1.7936 0.0007 7.0273
Basic Resources 16.73% 2.2781 0.0485 5.0464
Chemicals 4.22% 1.6420 0.2765 7.5373
Construction &
Materials
7.91% 1.1872 -0.3112 5.6392
Food & Beverage 0.22% 1.0051 -0.0120 7.2487
Financial Services 4.32% 1.6909 -0.2873 7.3893
Health Care 0.70% 1.4899 -0.0400 5.8316
Industrial Goods &
Services
-0.15% 1.3880 -0.0772 5.1216
Insurance -4.75% 2.9786 -0.0141 8.5347
Media -1.88% 3.0892 0.1325 6.4046
Oil & Gas 7.03% 2.2549 -0.0814 5.1254
Personal &
Household Goods
3.60% 1.5170 -0.2202 5.4237
Retail -3.78% 1.1735 -0.1603 6.3935
Technology 1.21% 6.0865 0.1542 4.9544
Telecommunications -4.57% 3.5425 0.2331 4.7105
Travel & Leisure -0.08% 1.7541 -0.3701 8.3578
Utilities 1.40% 1.0259 -0.1202 5.6620
La Varianza è calcolata sulla popolazione dei rendimenti giornalieri non annualizzati e moltiplicati per 100. Gli
altri indici sono invece calcolati sulla popolazione dei rendimenti in eccesso giornalieri annualizzati.
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In TABELLA 35 si riporta la matrice di covarianza dei 18 settori del DJ stoxx 600
basata sui rendimenti giornalieri non annualizzati (moltiplicati per 100),












Auto. 2.5643 1.59 1.4851 1.5049 1.153 0.84197 1.4599 1.0745 1.3294
Banks 1.59 1.7936 1.3104 1.258 1.0724 0.81832 1.5398 1.1065 1.2895
Basic Res. 1.4851 1.3104 2.2781 1.2718 1.1089 0.67872 1.2791 0.81352 1.2707
Chemicals 1.5049 1.258 1.2718 1.642 0.96264 0.72042 1.1738 0.92301 1.0806
Construc. 1.153 1.0724 1.1089 0.96264 1.1872 0.52298 1.0327 0.67685 1.0134
Food 0.84197 0.81832 0.67872 0.72042 0.52298 1.0051 0.76408 0.79246 0.58668
Fin. Srv 1.4599 1.5398 1.2791 1.1738 1.0327 0.76408 1.6909 1.0231 1.2412
Health C. 1.0745 1.1065 0.81352 0.92301 0.67685 0.79246 1.0231 1.4899 0.81418
Industrial 1.3294 1.2895 1.2707 1.0806 1.0134 0.58668 1.2412 0.81418 1.388
Insurance 2.0357 2.0265 1.5884 1.6305 1.3333 1.0494 1.8969 1.4355 1.5493
Media 1.6135 1.6538 1.3558 1.2143 1.2495 0.59961 1.5843 1.0496 1.5973
Oil & Gas 1.2536 1.1912 1.2282 1.0913 0.79699 0.76422 1.1135 0.94483 0.92176
Personal 1.408 1.3258 1.1682 1.0719 0.96486 0.67796 1.2669 0.91836 1.1799
Retail 1.1582 1.1309 0.9769 0.93887 0.8226 0.66807 1.0728 0.85129 0.9491
Tech. 2.3484 2.285 1.9231 1.7532 1.6613 0.75324 2.1802 1.3864 2.2256
Telecom. 1.664 1.7397 1.2787 1.251 1.2112 0.6572 1.6102 1.1338 1.5623
Travel 1.3111 1.3088 1.1755 1.0777 0.95434 0.69929 1.2478 0.90117 1.1423
Utilities 1.0305 0.98455 0.77029 0.83756 0.6792 0.6224 0.91846 0.79612 0.77218
Insuran. Media Oil &
Gas
Pers. Retail Tech. Tele. Travel Utilities
Auto. & P 2.0357 1.6135 1.2536 1.408 1.1582 2.3484 1.664 1.3111 1.0305
Banks 2.0265 1.6538 1.1912 1.3258 1.1309 2.285 1.7397 1.3088 0.98455
Basic Res. 1.5884 1.3558 1.2282 1.1682 0.9769 1.9231 1.2787 1.1755 0.77029
Chemicals 1.6305 1.2143 1.0913 1.0719 0.93887 1.7532 1.251 1.0777 0.83756
Construc. 1.3333 1.2495 0.79699 0.96486 0.8226 1.6613 1.2112 0.95434 0.6792
Food 1.0494 0.59961 0.76422 0.67796 0.66807 0.75324 0.6572 0.69929 0.6224
Fin. Srv 1.8969 1.5843 1.1135 1.2669 1.0728 2.1802 1.6102 1.2478 0.91846
Health C. 1.4355 1.0496 0.94483 0.91836 0.85129 1.3864 1.1338 0.90117 0.79612
Industrial 1.5493 1.5973 0.92176 1.1799 0.9491 2.2256 1.5623 1.1423 0.77218
Insurance 2.9786 2.0145 1.4763 1.6166 1.4327 2.7751 2.0575 1.6161 1.2696
Media 2.0145 3.0892 1.0623 1.5753 1.2443 3.3771 2.5232 1.4884 1.0613
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Oil & Gas 1.4763 1.0623 2.2549 0.96529 0.87849 1.4054 1.0749 0.9381 0.84282
Personal 1.6166 1.5753 0.96529 1.517 1.0063 2.3038 1.6399 1.1191 0.86219
Retail 1.4327 1.2443 0.87849 1.0063 1.1735 1.6198 1.2837 0.98771 0.7851
Tech. 2.7751 3.3771 1.4054 2.3038 1.6198 6.0865 3.6253 1.879 1.3518
Telecom. 2.0575 2.5232 1.0749 1.6399 1.2837 3.6253 3.5425 1.3756 1.1403
Travel 1.6161 1.4884 0.9381 1.1191 0.98771 1.879 1.3756 1.7541 0.7902
Utilities 1.2696 1.0613 0.84282 0.86219 0.7851 1.3518 1.1403 0.7902 1.0259
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APPENDICE B
In questa appendice si vuole testare l’effetiva volatilità dei portafogli storici, 
rapportandola a quella evidenziata dai portafogli di mercato. A tal fine si utilizzano dati
settimanali del DJ Stoxx 600 (periodo 1992 –2006), misurando e paragonando gli indici di
volatilità e dispersione dei rispettivi portafogli relativi a periodi intermedi; lo scopo è quello
di individuare tendenze nel rapporto fra le performance dei portafogli benchmark e di quelli
costruiti con il metodo storico.
Per poter svolgere questo tipo di indagine è necessario dapprima suddividere il lungo
periodo preso in analisi in alcuni sottoperiodi, conseguenti ad altrettanti breaks strutturali.
Ponendo che il numero dei breaks e le rispettive date sono sconosciute, il metodo a cui si fa
riferimento è quello proposto da Bay e Perron (1998).
L’articolo dei due studiosi prevede un modelo di partenza come il seguente:
(B.1) UZXY  
con:
n = numero totale di osservazioni,
m = numero di breaks sottoposti a test,
q = numero di regressori sottoposti al test di modifiche strutturali,
p = numero di regressori non sottoposti a test di modifiche strutturali,
Y = vettore 1n dei regressandi,
X = matrice pn dei regressori non sottoposti a test,
= vettore 1p dei coefficienti di regressione non sottoposti a test,
Z = matrice )1(  mqn dei regressori che sono sottoposti a test,
= vettore 1)1( mq dei coefficienti di regressione sottoposti a test,
U = vettore 1n  dei termini d’erore.
Nel nostro caso il (B.1) diviene semplicemente il modello di mercato, con due soli
regressori (la costante ed il beta di mercato) entrambi sottoposti a test di cambiamenti
strutturali.
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Alla luce di questo modello, Bay e Perron (1998) propongono il seguente test-F per





















ˆ= vettore 1)( imq contenente le stime dei coefficienti,
R = matrice convenzionale, costruita in maniera che )'',...,''()'( 121  kkR  ,
kSSR = somma degli scarti quadrati soto l’ipotesi alternativa,
')'( 1 XXXXIM X
 .
Il metodo seguito per individuare i breaks è il seguente:
1) si considera l’intero periodo ( 761n ), testando l’ipotesi nula di assenza di breaks
contro quella alternativa di un solo break. Il procedimento è ricursivo: il test-F della
(B.2) è calcolato per ogni data del campione (quindi 761 volte),
2) se vi sono più date nelle quali il test-F è significativo, si considera solo quella con il
valore più elevato; quella data coincide con il primo break trovato, e divide le serie
in due sottoperiodi,
3) per entrambi i sottoperiodi si ripete il test-F della (B.2) di nessuno break contro uno,
e si considera, fra quelle significative, quella data che mostra il valore più elevato,
4) si continua questo procedimento ricursivo fino a quando tutte le date sottoposte a
test-F non offrono risultati non significativi.
Nel nostro caso non ci sono regressori non sottoposti a test ( 0p ), mentre il numero di
quelli sottopostovi è fissato a due ( 2q ) ed il totale delle osservazioni è 761n . Il
procedimento ora proposto porta al’individuazione di 4m breaks che dividono l’intero 
periodo in cinque sottoperiodi chiamati per comodità 1, 2 ecc.
Bisogna tenere conto che i periodi in questione sono stati ottenuti confrontando i
risultati evidenziati dai 18 assets presi in considerazione, e sono stati ulteriormente
perfezionati da chi scrive in maniera coerente con i cicli storici. Ai fini della presente analisi
non era infatti pensabile considerare periodi diversi per ogni asset.
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In definitiva i cinque sottoperiodi considerati sono i seguenti:
 Gennaio 1992–Luglio 1998 (Expansion)
 Agosto 1998–Agosto 1999 (Regression and Ricovery)
 Settembre 1999–Settembre 2000 (Expansion)
 Ottobre 2000–Aprile 2003 (Regression)
 Maggio 2003–Agosto 2006 (Ricovery)





























































































































































































































e per un’ulteriore prova dela coretezza del’individuazione dei breaks si implementa il test-
F dela (B.2) per testare l’ipotesi nula di nessun break contro quella alternativa dei quattro
trovati. I risultati di questo test sono riportati, per ognuno dei 18 asset, in TABELLA 36:
Tabella 36: Risultati del Test-F su quattro Breaks
SETTORI DJ STOXX 600 Test-F
4m




Construction & Materials 5.7042
Food & Beverage 5.3826




Industrial Goods & Services 5.87
Insurance 17.375
Media 15.923
Oil & Gas 2.4288




Travel & Leisure 3.9365
Utilities 2.7379
Posto che il valore soglia del test-F con 4m , 2q e per una confidenza del 99% è
8.5, ben 10 assets su 18 mostrano risultati significativi42: tale risultato sembra accettabile.
A questo punto si procedere a costruire i portafogli storici relativi ai cinque periodi e si
confronteranno poi con i portafogli benchmark corrispondenti. L’intento è chiaramente quelo 
di indagare la volatilità e la compattezza della massimizzazione storica43. Ogni portafoglio è
implementato con i soli dati del periodo corrispondente.
In TABELLA 37 sono riportati i portafogli ottimi storici ottenuti nei cinque periodi
indicati. Si nota come in tutti e cinque i periodi il metodo storico generi portafogli volatili e
ricchi di posizioni estreme, specialmente se confrontati con le statistiche evidenziate
dal’indice (DJ stoxx 600) nel corso dela simulazione.La varianza media e la dispersione
media del benchmark riscontrate in tale simulazione sono stata rispettivamente 0.5186 e 0.002
(TABELLA 33), di gran lunga inferiori agli indici riscontrati in tutti e cinque i sottoperiodi
dai portafogli storici. Questo fato è un’ulteriore conferma di quanto già era stato deto: 
l’otimizzazione storica genera sistematicamente portafogli che sono nella pratica scarsamente
utilizzabili dagli operatori finanziari.
42 Un’ulteriore verifica è stata fornita da un test di Chow modificato, effetuato sula serie storica del DJ stoxx 
600 ma non riportato nel testo. Tale test ha confortato l’ipotesi che la serie presenti quatrobreaks strutturali nei
periodi indicati nel test.
43 Durante l’esercizio i rendimenti sono stati annualizzati ed è stato considerato un coeficiente di avversione pari 
a 3.
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Auto & parts -18.05% -260.64% -71.82% 11.85% -21.726%
Banks -21.216% 367.27% 44.78% 218.28% -131.890%
Basic Resources 10.354% 140.01% -65.08% 131.05% 72.964%
Chemicals 12.718% 29.17% 0.00% 11.43% -84.233%
Construction -13.995% 150.45% 25.03% 179.99% 150.330%
Food & Beverage 3.7827% 110.07% 24.36% -13.42% -74.850%
Financial Srv 35.82% -484.79% 97.3% -113.99% 259.700%
Health Care 10.667% -209.87% 124.72% 79.13% -101.090%
Industrial 32.326% -169.34% 124.11% -310.71% -38.657%
Insurance 1.1149% -119.85% 290.3% -129.68% 19.780%
Media 2.7774% 136.32% -36.13% -82.45% -122.440%
Oil & Gas 20.602% -65.37% 93.24% 20.62% 79.545%
Personal 0.521% 157.97% 225.25% 3.75% -48.717%
Retail -11.575% 245.66% -43.84% 17.55% -66.707%
Technology 38.398% -113.63% -226.11% 4.49% 81.813%
Telecom -19.638% 177.05% -181.93% 90.75% 162.440%
Travel & Leisure 7.0681% 33.45% -198.29% -78.84% -21.076%
Utilities 8.3257% -23.95% -125.89% 60.20% -15.189%
Variance 17.212 87.547 93.453 52.058 24.829
Dispersione 0.031602 4.076 1.8823 1.4187 1.1076
NB. Con l’indice “Variance” si intende la varianza del portafoglio relativa ala matrice di covarianza e calcolata 
con la seguente formula: w’w. Con l’indice “Dispersione” si intende la varianza del portafoglio calcolata come 
dispersione attorno alla media dei pesi.
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APPENDICE C
Il problema di minimo vincolato offerto dalla (1.13) può essere risolto tramite il ricorso
alla Lagrangiana, che assume la seguente formula:
(C.1) ])('[])[()(]')[( %100%100
1
%100 qRPRRL    .





















































'  qPPP 
]'[))('(2 1   PqPP 
e sostituisco nella prima equazione:
]'[)'()()( 1%100   PqPPPR 
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il cui valor medio è proprio la (1.13).
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APPENDICE D
La derivazione della formula (1.16) parte dal teorema di Bayes che, secondo la
notazione usata fin qui, assume la seguente formulazione:






 viewRpdf = funzione di densità di probabilità della distribuzione dei rendimenti attesi
espressi dal’operatore (View Distribution),
pdf = funzione di densità di probabilità marginale della distribuzione dei rendimenti attesi
di equilibrio (Prior Distribution),
 viewRpdf  = funzione di densità di probabilità condizionale dei rendimenti di equilibrio,
date le aspetative del’operatore,
 viewRpdf = funzione di densità di probabilità dei rendimenti attesi combinati. Rappresenta
le aspettative degli operatori una volta integrate con le informazioni di equilibrio del mercato.
In base a quanto detto sul modello di Black & Litterman si desidera ora fissare le
seguenti assunzioni:
a) l’universo investibile conta n atività finanziarie e l’operatore ha k aspettative
rappresentate come restrizioni lineari nella formula    qRP view' con 'P
matrice )( nk ,  viewR vettore )1( n e q vettore )1( k . Si definisce  la
matrice diagonale )( kk , con elementi diagonali ii , rappresentante la
varianza delle views; minore è ii maggiore è il grado di confidenza che
l’operatore esprime nela iesima view. I parametri q e  definiscono la Prior
distribution, sono conosciuti da tutti gli investitori e sono chiamati
Hyperparameters dai Bayesiani,
b) la  viewRpdf  si distribuisce come una normale con media viewR e varianza
 . Questa assunzione stabilisce che i rendimenti in eccesso di equilibrio
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condizionali alle aspettative personali eguagliano in media le aspettative
personali stesse.
In base alla (C.1), alle assunzioni a) e b) e ricordando che la pdf di una distribuzione
normale assume la seguente formula:














si ricava la seguente:
 






















= costante di integrazione.
Svolgendo le forme quadratiche della funzione esponenziale si ottiene:
(C.4)
1111 ')()(')()(2)()(')(   PRRRR viewviewviewview 
qqRPqRP viewview
11 ')(''2)('  
  ))(')(()'))((')((')( 111111 viewview RPPPPPPR 
  ))())(('))(('')('(2 111111 viewRPPPPq 
  11 )('' qq .
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ed il termine della (C.4) assume la forma:
(C.6)
     












In termini di )( viewR il termine CHCA 1'  scompare insieme alla costante di
integrazione, così che la (C.3) si trasforma nella:




   CHRHCHRRpdf viewviewview 11 '2
1
exp .
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APPENDICE E
La seguente dimostrazione dela (1.16) non è Bayesiana ed è trata da “Asset Allocation














   ,0N ,
  ,0N ,
risolvere il seguente problema di minimo vincolato
(E.3)  

















equivale a risolvere il seguente sistema lineare
























 WNu ,0 .
Utilizzando i Generalized Least Squared si ricava


























































































  ')(')( 11111 qPPP   
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APPENDICE F
Considerando l’inserimento di una view alla volta, la formula per determinare i
rendimenti in eccesso combinati è la seguente:
(1.16)   ])[(]')[( 11111 qPPPRE view   
con:
kk = scalare rappresentante la varianza del’unica view,
q= scalare rappresentante la magnitudine del’unica view,
'P = vettore colonna.
Alla luce di questa situazione, e:
1) supponendo di conoscere a priori i rendimenti in eccesso combinati (chiamati per
comodità c ) ma di non conoscere la varianza kk della view,
2) indicando con il pedice i il generico assetcoinvolto dal’unica view introdotta,
si possono svolgere i seguenti passaggi:
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ELENCO DEI SIMBOLI
Tutti i rendimenti cui si fa riferimento dal Capitolo 1.7 in poi sono da considerarsi in
eccesso al tasso privo di rischio:
 n = numero assets componenti l’universo investibile, scalare;
 k = numero di views introdotte, scalare;
 iR = rendimento del’i
esimo titolo, scalare;
 bmkR = rendimento del mercato (o del benchmark), scalare,
 iRE = rendimento ateso del’iesimo titolo, scalare;
 ][ PRE = rendimento atteso del portafoglio, scalare;
 = rendimenti medi storici, vettore 1n ;
 W = pesi del portafoglio generico, vettore 1n di elementi iw ;
 CAPMW = pesi del portafoglio CAPM, vettore 1n ;
 bmkW = pesi del portafoglio benchmark, vettore 1n ;
 2bmk = bmkbmk WW ' = varianza del portafoglio di riferimento (benchmark), scalare;
 eqlR = rendimenti in eccesso attesi di equilibrio, rappresenta i rendimenti attesi
quando il mercato è in equilibrio e si distribuisce secondo una normale  ,N ,
vettore 1n ;
 = valor medi dei rendimenti attesi di equilibrio, vettore 1n di elementi i;
 =  ', RRCOV = covarianza storica, matrice nn ;
 = numero compreso fra zero ed uno, scalare44;
 = coefficiente di avversione al rischio del’investitore, scalare;
 fr = rendimento del titolo privo di rischio, scalare;
 %100R = rendimenti in eccesso atesi previsti dal’operatore nel caso di confidenza 
nel’aspetative pari a 100%, vettore 1n ,
  %100R = rendimenti in eccesso attesi previsti dal’investitorenel caso di un’unica 
view con confidenza del 100% e condizionati al’equilibrio del mercato, vettore
1n ;
 'P = unità di selezione delle views, matrice nk ;
44 Discusso nel capitolo 1.8.
ELENCO DEI SIMBOLI Federico Casciari
102
 q = magnitudine della differenza fra i rendimenti espressa dalla view, vettore 1k ;
 viewR = rendimenti in eccesso attesi previsti dal’operatore ed espressi tramite views
che non godono di piena confidenza, vettore 1n ;
  viewR = rendimenti in eccesso attesi previsti dal’investitore e condizionati
al’equilibrio del mercatonel caso generale di più views con livelli di confidenza
inferiori al 100%, vettore 1n ;
 = termine di errore delle views distribuito come una normale con media zero e
varianza, vettore 1k ;
 = incertezza delle views, matrice diagonale kk di elementi kk ;
 %100W = pesi del portafoglio ottenuto introducendo una sola view con livello di
confidenza del100%, vettore 1n ;
 impW = pesi del portafoglio implicito ottenuto ponendo kkkk PP  ' come suggerito
da He e Litterman, vettore 1n ;
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